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Ziele dieser Arbeit

1. Reduzierte Datenmenge
2. Effiziente Berechnung
3. Asthetische Darstellung
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Bernsteinpolynome

Definition
Sei n € Ng und i € {0,...,n}. Das i-te Bernsteinpolynom n-ten Grades hat die Gestalt
Bni(t) = <”> (1)
i
Beispiel




Bézierkurven

Definition
Seien Py, ..., P, € R? beliebige Punkte. Eine Kurve C = {X(t) | t € [0, 1]} mit

X(t) = zn: Bn,i(t) - P;
i=0

heiBt Bézierkurve n-ten Grades.

Beispiel




B-Spline-Basisfunktionen

Definition
Fiir einen gegebenen Vektor T = (to, t1, ..
B-Spline-Basisfunktionen rekursiv definiert:

Irs. & t
Ni «(t) = { [t”tﬁi)( )

. N,-yk_l(t') +

titk—1—ti

.y tm—1) der Lange m sind die

falls k=1

tipk—t
. i _ n
tik—tit1 N’+1’k l(t) sonst
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Beispiel
Basisfunktionen fir T = (0,1,2,3,4) und k=1,2,3:

No1 N1 Noy N3

1 1 1 1 1

. A R S B
0 1 2 3 4

11 No > Ni > N> o

0 Y t
0 1 2 3 4

I No,3 N3

LS
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B-Splines

Definition
Seien Py, P1,...,Pp_1 € RY beliebige Punkte und T = (to, t1,. .-, tm—1) €in
Knotenvektor. Eine Kurve C = {X(t) | t € [tk—1, tm—k)} mit

n—1

X(t) = Z Nik(t) - Pi

i=0
heiBt B-Spline der Ordnung k.
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Beispiel
Berechnungsschema fiir k =4, n =10 und m = 14:

Pb P. P, Ps Ph Ps Ps Pi Py P

Noa Niga Nog Nzg Nag Nssa  Nesa Nea Nga  Nog

/SNSNINSNNSNSNSNNN

Nos N1z Nos  Nzz  Nas Nsz  Nes Noz Ngs  Noz Ny

/SNININSNSNSNSN/SNSNS NN

No2 Nip MNop Nso  Nap Nsza Neo N7o Ngo  Noz Nz Nup

/SNINININSNSNINSNSNSNSNN

Noi  Nii MNog Nsg Nax Nsyi Nenx  Neypo Ngio Nox Noo  Nosz  Nog

[to,t1) [t1,t2) [to,t3) [t3.ta) [ta,ts) ts,t6) [te,t7) [t7,ts) [ts,to) [to,ti0) [tro, t11) [ti1, t12) [t12, t13)

Es gilt immer:
m=n-+k.



Beispiel

o

O-========



Mehrfachknoten

Beispiel
Basisfunktionen fiir T = (0,1,2,2,2,3,4) und k =1,2,3:

No1 Nia Na 1 Ns 1

1 1 1 1 1
. A R S B
0 1 2 3 4
No,2 N
11 Nia N3o
0 t
0 1 2 3 4
1 Nis N33
No.3 Ny 3
0 t
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Eingespannte B-Splines

Eingespannte B-Splines haben einen Knotenvektor der Form

T = (t07 cety tk717 tk? cry tm*k*].v tm*lﬂ ] tm—l) .
gleiche Knoten  innere Knoten gleiche Knoten

Fiir sie gilt No x(tk—1) =1 und Nyp_q k(tm—x) = 1.
Beispiel
B-Spline mit k =5 und T =(0,0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4,4):
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Einfligen von Knoten

Ziel: Fige t; in T = (to,...,tji—1, tit1,---,tm) hinzu.
Methode:
1. Berechnung von Hilfsvariablen fy, ..., lx mithilfe der Formel:
ti— ti ke
[ = — Kk (=0,....k).
titj — ti—k+j

2. Berechnung von Hilfspunkten P/_, ..., Pi. Es gilt:

Plik=0—=10) Pirick1+1i- Piri—« U=0,...,k).

3. Ersetzen der Punkte Pj_y, ..., Pi_1 durch die Hilfspunkte P/_,,..., P/
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Beispiel

P, bk
1-— /1'0-- -_-_-_-_--O-
- P
/]_'1 Pé
P1 ,"
Q
' P]
/0 :
o
Po

-
L
-~ -

P3
Q h
T ==0,
Pr NL- s
\\\ P. 4
Ps.
1—
6
Ps
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Konsequenzen der Lokalitatseigenschaft
Die konvexen Hiillen von B-Splines sind kleiner als die von Bézierkurven. Die konvexe
Hiille einer Bézierkurve entspricht der desjenigen B-Splines mit Ordnung k = n.

Beispiel
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Implementierung des Fensters

Idee: Benutze Fenster mit fester GroBe > 2k.
Algorithmus:

1. Speichere Knoten im Fenster mit aktueller Anzahl w an Punkten.

2. Wenn das Fenster voll ist oder keine Punkte mehr dazukommen, I6sche in den
w — 2k inneren Spalten des Fensters so viele Punkte wie es geht.

3. Fiige libriggebliebenen Punkte in den approximierten B-Spline hinzu und bewege
das Fenster.
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Wie wahlt man t;?
1. Chord-Length-Parametrisierung:
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Verwendete Variablen:

Variable Bedeutung

windowCapacity Obere Grenze fiir die die Anzahl der aktiven Knoten im
Fenster, d.h. fiir w — 2k

order Ordnung k des B-Splines

useEventTime Event-Time (true) oder Chord-Length (false)

winX[i] x-Koordinate des Punktes P; im Fenster

winY[i] y-Koordinate des Punktes P; im Fenster

winE[i] Event time Differenz ¢; des Punktes P; im Fenster

winT[i] Knoten t; im Fenster

winN Aktuelle Anzahl w der Punkte im Fenster

bspX [i] x-Koordinate des Punktes P; in der approximierten Kurve

bspY [i] y-Koordinate des Punktes P; in der approximierten Kurve

bspT[i] Knoten t; in der approximierten Kurve

bspN

Aktuelle Anzahl der Punkte in der approximierten Kurve
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Loschen von Knoten

Erinnerung: Einfiigen von t; in T

1. Zuerst bestimme P/_,, ..., P/ mit P,{—k+j =(1—-14) Pi—kyj—1+1j- Pi_k4j und
L itk
S itk

2. Dann ersetze P;_y, ..., P;_1 durch P,Lk,...,P,f.
Als Matrix:
PP=A-P
mit P = (Pi_g,...,Pic1)", P' = (P/_,..., P{)T und

Io 0 0 0

1—h & 0 0

0 1-h b 0

A= o 0 1-h 0
0 0 0 - 1—1
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Neues Ziel: Losche t, von T.

Ansatz: Finde S = (5,4, ...,5,-1), so dass
1P —A-Slp

minimal ist und ersetze P durch S.
Spezielle Lésungen:

1 1 .
Qj:l _-Pj+<1— >'Qi—1 (r—k<j<r-1)
k—r+j

k—r+j
und
1 1 )
lk—r4j+1 he—rtjr1

Allgemeine Losung;:

Sj= (1 — pk—rsj) - @+ ph—rtj - Ry (r—k<j<r—1).
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Satz
S=(S k ---,S—1)" ist genau dann eine Lésung von mins ||[P — A - S||s, wenn
1o, - - - 5 ik—1 die Gleichung

—— i[k_l] 0<j<k-1)

T e = litl
mit Yoo = Zf'(zo [11:11} erfiillen. Insbesondere gilt dann w, = ||P — A+ S| = |\$O\<Jz_
Bemerkung:
Die Werte von [kil} , [kgl} e [ﬁ;] und D lassen sich aus den Werten von

tr—k, ..., trrk berechnen.




Satz
S=(Sk -..,S_1)7 ist genau dann eine Lésung von mins ||P — A- S||», wenn
1o, - - -, ik—1 die Gleichung

uj_l-i[k_l]z (0<j<k-1)

2 5 i+1
. ko [k=11% ¢ . [I1Dl2
mit y2 = > i g {i+1] erfiillen. Insbesondere gilt dann w, = ||P — A- S| = N
Bemerkung:
Die Werte von {kIl} , {kgl} e [i:] und D lassen sich aus den Werten von

tr—k,...,trrk berechnen.




Beispiel

Eingepannter B-Spline der Ordnung k = 5 mit n = 7 Kontrollpunkten und
Knotenvektor T = (0,0,0,0,0,1,2,3,3,3,3,3) vor (grau) und nach (schwarz) dem
Loschen des Knotens 1:
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Verwendete Variablen:

Variable Bedeutung

maxAlteration Obere Grenze fiir die Verdnderung der Kurve
(je groBer, deste mehr Knoten werden geldscht)

useNormL2 Wahl der diskreten Approximation: Lo, oder L,

auxL[i] [j]
auxB[i] [j]

auxD[i]
auxG[i]
auxW[i]
auxM[i] [j]
auxQX[j]
auxQY[j]
auxRX [j]
auxRY[j]
auxSX[j]
auxSY[j]

Wert von /; fiir den Knoten t;

Wert von [5:11] fir den Knoten t;
Wert von ||D||» fiir den Knoten t;

Wert von v, bzw. von v, fiir den Knoten t;

Wert von w; fiir den Knoten t;

Wert von p; fiir den Knoten t;

x-Koordinate von Q1. fiir den zu I6schenden Knoten
y-Koordinate von Qj,— fiir den zu I6schenden Knoten
x-Koordinate von Rj,_ fiir den zu I6schenden Knoten
y-Koordinate von Rj,_ fiir den zu I6schenden Knoten
x-Koordinate von S;,_ fiir den zu l6schenden Knoten
y-Koordinate von S;;,_ fiir den zu l6schenden Knoten




Darstellung als Bézierkurven

Der Algorithmus von de Boor erlaubt es einen Knoten mehrmals in T einzufiigen und
berechnet die Kontrollpunkte nach dem Einfiigen.

Py

0-------0

/
P> Ps
O eEr 8l
=" 1 pin pir
/ Py P/ P
P} 3 Mg Iy

P3
q\
P, .
. P,
A
o
Ps



Die Berechnung der Punkte erfolgt nach folgendem Schema:

“3/4\P”
"7 N "7 4\
"/ \”7 \"/ \

Po Bs

Man nennt dies Anordnung de Boor-Netz



Hat ein Knoten Multiplizitdt k — 1, so kann der Knotenvektor

T =(to,...,ti—1,tiy. .., tigk—2, tigh—1,s-- -5 tm_1)
—_———

gleiche Knoten

T1 :(to,...,t;,...,t;+k_2) und T2:(t;,...,t,'_i_k_g,...,tm,l) .
— —
gleiche Knoten gleiche Knoten

zerlegt werden.



SchlieBlich kann man die Kontrollpunkte eines B-Splines mit Knotenvektor

T =(to,. - tk—1,thk,- ., tok—1)

gleiche Knoten gleiche Knoten

direkt als Kontrollpunkte fiir eine Bézierkurve iibernommen werden.



Verwendete Variablen:

Variable

Bedeutung

netL[a] [b]
netX[a] [b]

netY[a] [b]
bezX[i] [j]
bezY[i] [j]
bezN
remX[i]
remY[i]
remT[i]

Wert von /§”) im de Boor Netz

. (b)
x-Koordinate von Pa+,.

y-Koordinate von Pgi)i_kﬂ im de Boor Netz

x-Koordinate des i-ten Kontrollpunktes der j-Bézierkurve
y-Koordinate des i-ten Kontrollpunktes der j-Bézierkurve
Aktuelle Anzahl der generierten Bézierkurven

x-Koordinate des i-ten Punktes im aktuellen Rest-B-Splines
x-Koordinate des i-ten Punktes im aktuellen Rest-B-Splines

i-ter Knoten des aktuellen Rest-B-Splines

k41 im de Boor Netz




Ergebnisse

R

maxAlteration = 0.2 maxAlteration = 0.5 maxAlteration = maxAlteration =

(60 Punkte entfernt) (79 Punkte entfernt) (84 Punkte entfernt) (85 Punkte entfernt)

Vergleich von vier Kurven mit order = 4, windowCapacity = 5, useNormL2 =
false und useEventTime = true fiir verschiedene Werte von maxAlteration. Die
urpriingliche Kurve (grau) besteht aus 93 Punkten.



order = 3 order = 4 order = 5 order = 6

(139 Punkte entfernt) (137 Punkte entfernt) (132 Punkte entfernt) (106 Punkte entfernt)

Vergleich von vier Kurven mit maxAlteration = 0.5, windowCapacity = 5,

useNormL2 = false und useEventTime = true fiir verschiedene Werte von order.

Die urpriingliche Kurve (grau) besteht aus 151 Punkten.

30/32



maxAlteration=0.4 maxAlteration=0.6 maxAlteration=0.8 maxAlteration=1

(90 Punkte entfernt) (99 Punkte entfernt) (105 Punkte entfernt) (107 Punkte entfernt)

maxAlteration=0.4 maxAlteration=0.6 maxAlteration=0.8 maxAlteration=1

(110 Punkte entfernt) (111 Punkte entfernt) (113 Punkte entfernt) (113 Punkte entfernt)

Vergleich von vier Kurven mit windowCapacity = 5, order = 4 und useEventTime
= true fiir verschiedene Werte von maxVariation und useNormL2. Fiir die oberen
vier Kurven gilt useNormL2 = true, fiir die unteren useNormL2 = false. Die
urpriingliche Kurve besteht aus 121 Punkten und ist grau eingezeichnet worden.
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'}

useEventTime = false useEventTime = true

(106 Punkte entfernt) (112 Punkte entfernt)

Vergleich zweier Kurven mit maxAlteration = 2, windowCapacity = 5, order = 4
und useNormL2 = true. Die Knoten der linken Kurve wurden mit der
Chord-Length-Parametrisierung berechnet (useEventTime = false), die der rechten
mit der Event-Time-Parametrisierung (useEventTime = true). Die urpriingliche
Kurve besteht aus 121 Punkten und ist grau eingezeichnet worden. Beim Zeichnen
dieser Kurve wurde der Stift eine Sekunde lang an der Spitze der Kurve gehalten.

32/32



