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Hallo!

Mit diesen Folien mochte ich eure Vorbereitung fiir die DS-Klausur etwas angenehmer
machen. lhr findet hier nicht nur die Definitionen und Sétze aus der Vorlesung, sondern
vor allem Beispiele. Viele Beispiele!

AuBerdem findet ihr mehr als 200 Quizfragen und -antworten, mit denen ihr euer
Verstandnis zu jedem Thema iberprifen konnt. Die ldee dieses Trainers ist die des
learning by doing.

Konstruktive Kritik, ldeen und Kommentare sind jederzeit herzlichst willkommen.

Frohes Durchklicken!
Carlos
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Disclaimer
Diese Folien wurden weder von Prof. Bungartz (Dozent) noch von der Ubungsleitung

erstellt und erheben keinerlei Anspruch auf Richtigkeit oder Vollstandigkeit. Sie sollen
nicht die Vorlesungsfolien ersetzen, sondern lediglich als Lernunterstiitzung dienen.

Ich werde mir Muhe geben, dass sie konsistent mit den Vorlesungsfolien sind. Bei
Inkonsistenzen soll selbstverstandlich den Vorlesungsfolien die Praferenz gegeben

werden und nicht diesen.
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Kleine Bitte

Ich mache gerne Fehler (besonders Sprachfehler) und iibersehe standig Sachen. Bitte
traut euch, gefundene Fehler und Inkonsistenzen bei mir zu melden. Fir jede
Fehlermeldung (egal wie klein sie ist) werde ich sehr dankbar sein.

Meldungen Uber inhaltliche Fehler helfen euren Kommilitoninnen und Kommilitonen,
um den Stoff besser zu verstehen. Meldungen iiber Grammatikfehler helfen mir, um die

Sprache besser zu lernen.

Jedes Komma zahlt!
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Die Abschnitte 2.1 bis 5.4 in diesem Trainer entsprechen genau den Foliensdtzen 2
bis 21 aus der Vorlesung - in genau derselben Reihenfolge.

Kapitel 6 enthalt Folien, die in frilheren Semestern Teil der DS-Vorlesung waren,
aber dieses Semester vollig irrelevant sind.

Die Struktur innerhalb eines Abschnittes, insbesondere die Aufteilung in
Unterabschnitten (die, die mit drei Zahlen x.y.z. nummeriert sind), habe ich
selber gewahlt.

Bei jeder Themeniibersicht sind alle aufgelisteten Themen und die
Folieniiberschrift anklickbar.
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Themeniibersicht

1. Einleitung

2. Grundlagen

3. Kombinatorik

4. Graphentheorie

5. Algebraische Strukturen

Nicht klausurrelevant
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Themeniibersicht

1. Einleitung
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Was sind diskrete Strukturen?

Sie sind toll.
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Themeniibersicht

2. Grundlagen
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Themenubersicht

2. Grundlagen
2.1. Mengen
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.1. Mengen
2.1.1. Wichtige Begriffe
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Mengen

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten
wohl-unterschiedenen Objekten. Wichtig ist:

» Es werden geschweifte Klammern benutzt: {...}.

» Elemente werden durch Kommas getrennt.

» Die Reihenfolge der Elemente ist irrelevant.

» Die Anzahl an Kopien desselben Elements ist irrelevant.

» Die Elemente einer Menge kdnnen beliebige Objekte sein, z.B. auch Mengen.

Beispiel

Die Menge {1,2,3} enthilt die Elemente 1, 2 und 3. AuBerdem gilt beispielsweise:

{1,2,3} = {2,3,1} = {1,2,3,3,3,2}.
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Elementrelation
x ist Element von A (in Zeichen: x € A), falls x in A enthalten ist. Falls x kein
Element von A ist, dann schreibt man x ¢ A.

Beispiel
Es gilt 2 € {1,2,3}, aber 4 ¢ {1,2,3}.
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Inklusion

A ist Teilmenge von B (in Zeichen: A C B), falls jedes Element aus A in B enthalten
ist. B wird oft Obermenge von A gennant. Falls A keine Teilmenge von B ist, dann
schreibt man A ¢ B.

Beispiel
Es gilt {1,3} € {1,2,3} und {1,2,3} C {1,2,3}, aber {3,4} ¢ {1,2,3}.
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Mengengleichheit
Die Mengen A und B sind gleich (in Zeichen: A = B), falls A C B und B C A gelten.
Falls A und B nicht gleich sind, dann schreibt man A # B.

Beispiel
Es gilt {1,2,3} = {1,2,3}, aber {2,3,4} # {1,2,3}.
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Echte Inklusion
A ist eine echte Teilmenge von B (in Zeichen: A C B), falls AC B und B ¢ A gelten.
B wird dann echte Obermenge von A gennant.

Beispiel
Es gilt {1,3} C {1,2,3}, aber {1,2,3} ¢ {1,2,3}.

In vielen Vorlesungen und Biichern wird das Zeichen C fiir die normale Inklusion
benutzt. In solchen Fallen wird die echte Inklusion mit C oder & notiert.
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Kardinalitat
Die Kardinalitat oder Méachtigkeit |A| einer Menge A gibt die Anzahl der Elemente in A
an. Falls die Anzahl an Elementen in A unendlich ist, dann schreibt man |A| = cc.

Beispiele
Es gilt [{3,4,5}| =3, [{{2},{3,4,5}}| =2, [{}} =0 und [{{}}| = 1.
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Quizfrage

Sei A eine Menge mit

A={a,6,{3,c,{4,1}},{{}},6,{b,d,5}}.

Welche Kardinalitat |A| besitzt A?
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Antwort

|A| = H\af,a \6’/ {33 <, {47 ”’}a@a 6a {ba d, 5}}| =5
12 3 4 5

19 /1411



Extensionale Schreibweise
Man zahlt die Elemente der Menge explizit auf:

A= {x1,x2,x3,Xa,...}.

Die extensionale Schreibweise ist eigentlich nur fiir endliche Mengen méglich. Wir
benutzen sie aber auch fiir unendliche Mengen und schreiben ,,..." wenn es ersichtlich
ist, was damit gemeint ist.
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Intensionale Schreibweise
Man kann Mengen auch durch diejenigen Elemente beschreiben, die eine Eigenschaft
P haben. Die Menge

A= {x|P(x)}

enthalt dann alle Elemente, die die Eigenschaft P erfiillen. Man schreibt oft auch
{x € U| P(x)}, um zu verdeutlichen, dass wir nur diejenigen Elemente aus der Menge
U mit der Eigenschaft P betrachten.
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Fir die intensionale Schreibweise kann man auch ein Doppelpunkt oder ein
Semikolon als Trennzeichen benutzen. Folgende Darstellungen sind also
gleichwertig:

{x e U|P(x)}, {xe U:P(x)}, {x e U; P(x)}.

lhr diirft naturlich alle drei Schreibweisen benutzen!

Viele Mengen haben die Form

{x|x=a(x1,...,xk) fir x3 € A1,...,xx € A},
wobei a(xi, ..., xx) ein mathematischer Ausdruck (eine Funktion) ist, welcher von
den Parametern xi, ..., xx abhangig ist. Fiir diese Mengen erlauben wir auch die

Schreibweise:
{a(Xl,...,Xk)|X1 € A1, ..., Xk GAk}.
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Wichtige Zahlenmengen
Wichtige endliche Zahlenmengen sind:

0 = {} (leere Menge)
[n] = {1,2,...,n} (diskretes Intervall)
Zn = {0,1,...,n—1} (Reste bei Division durch n)

Wichtige unendliche Zahlenmengen sind:

N = {1,2,3,...} (natirliche Zahlen)

No = {0,1,2,3,...} (natiirliche Zahlen mit Null)
Z = {..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} (ganze Zahlen)

Q = {g ’ pEZ,qeE N} (rationale Zahlen)

R = {d, d1d2d3...’d €l,dv,do,ds,. .. GZlo} (reelle Zahlen)

C = {a+bila,beR} (komplexe Zahlen)
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Bei der Definition der sechs unendlichen Mengen in der vorherigen Folie habe ich mir
das Leben sehr einfach gemacht. Die eigentlichen axiomatischen Definitionen sind viel
komplizierter.

Deutlich komplizierter als fiir uns in DS nétig ;-)
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Beispiele
Folgende Mengen sind extensional definiert:

> Menge aller natiirlichen Zahlen zwischen 11 und 15:
{11,12,13,14,15}
» Menge aller Buchstaben des lateinischen Alphabets:
{a,b,c,...,z}
» Menge aller ungeraden Zahlen:
{..,-7,-5,-3,-1,1,3,5,7,...}
> Menge aller Zweierpotenzen:

{1,2,4,8,16,32,...}
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Dieselben Mengen kénnen auch intensional wie folgt definiert werden:

> Menge aller natiirlichen Zahlen zwischen 11 und 15:
{x e N|11 < x <15} ={10+ k| k € [5]}
» Menge aller Buchstaben des lateinischen Alphabets:
{x | x ist ein Buchstabe des lateinischen Alphabets}
» Menge aller ungeraden Zahlen:
{x € Z|x ungerade} = {2k + 1| k € Z}
> Menge aller Zweierpotenzen:

{x € N|x ist eine Zweierpotenz} = {2" ‘ k e No}
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Quizfragen

Wie sehen folgende Mengen in extensionaler Schreibweise aus?
AIn—4/|n e}

. A{neZl|ln-5] <2}

. {cos(nm) | n e No}

- {sin (%) | n € No}

—

W N
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Antworten

A{ln—4||ne 7]} =1{3,2,1,0,1,2,3} = {0,1,2,3}.
{neZ|in-5/<2}={n€cZ|-2<n—5<2}={345067}
{cos(nm)|ne N} ={1,-1,1,-1,1,-1,1,...} = {1,—-1}.

- {sin (%) | n € No} = {0,1,0,-1,0,1,0,-1,0,...} = {0,1,—1}.

B W N =
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Graphische Darstellung von Mengen

Mengen und deren Beziehungen kénnen mithilfe von Mengendiagrammen dargestellt werden.
Das Universum U wird als Rechteck und die Mengen Ay, ..., A, als Kreise (bzw. Ovale)
innerhalb des Rechtecks gezeichnet.

Bei Euler-Diagrammen werden nur die notwendigen Uberlappungen der Flichen dargestellt. Bei
Venn-Diagrammen dagegen werden alle moglichen Uberlappungen eingezeichnet, selbst wenn
einige davon leer bleiben.

Beispiel

Fir A= {2,5,8}, B={1,2,4,6,8} und C = {5} Uber U = [8] erhilt man:

u A 37 u A37

Euler-Diagram Venn-Diagram
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Bei Euler-Diagrammen wird das Universum durch n Mengen in hochstens 2" Bereichen
aufgeteilt. Venn-Diagramme sind ein Spezialfall von Euler-Diagrammen, bei denen die Anzahl
solcher Bereiche genau 2" ist.

O ||

1 Bereich 2 Bereiche 4 Bereiche 8 Bereiche 16 Bereiche

Beispielsweise ist das Euler-Diagramm

O

kein Venn-Diagramm, weil die Anzahl der Bereiche 14 ist.
30
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Potenzmenge
P(A) ist die Menge aller Teilmengen von A, also:

P(A) == {X|X C A}.

Beispiele
Es gilt:
P(0) = {0},
P({1}) = {0,{1}},
P({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}},
P({1.2,3}) = {0,{1}.{2}.{3}.{L 2}, {1.3}.{2,3}.{1.2,3}}.
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Fiir jede endliche Menge A gilt: |P(A)| = 214l Beispielsweise gilt fiir die Mengen aus
der vorigen Folie:

P(0) | = 20 =1,
P({1})] = 2! = 2
P{1,2})| = 22 = 4,
|P({1,2,3})| = 22 = 8.

Deswegen wird oft auch die Notation 24 statt P(A) benutzt.

32
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Quizfragen

Wie viele Elemente enthalten folgende Mengen?
L. P([6]),
2. P(P(3)).
3. P(P(P(0))).

Erinnerung: [n] = {1,2,...,n}.
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Antworten

L [P(l6]) | =2° =
2 |P(P([3]) | = 22 —28_256.
3 P(PPO0)| =22 =22 =22 =4,
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Noch eine Quizfrage
Aus der letzten Quizfrage wissen wir, dass die Menge P(P(P(0))) genau vier Elemente
besitzt.

Welche sind das?
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Antwort
Es gilt:

P(P(P(0)) = P(P({0})) = P({0,{0}}) = {0, {0}, {{0}}, {0, {0}}}.
Die vier Elemente sind dann: 0, {0}, {{0}} und {0,{0}}.
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Operationen

Die wichtigsten Operationen auf Mengen sind:

A = {xeU|x¢A} (Komplement)

ANB = {xeU|xeAundxe B} (Schnitt)

AUB = {xeU|xec Aoderxec B} (Vereinigung)

A\B = {xeU|xeAundx ¢ B} (Differenz)

AAB = {x € U|entweder x € Aoder x € B}  (symmetrische Differenz)

N und U sind assoziativ. Fiir mehrere Mengen schreiben wir:

(A = AiNAN...NA, UA = AUAU...UA,
i=1 i=1
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Man schreibt oft auch A¢ oder A statt A und A — B statt A\ B.

Die graphische Bedeutung des Komplements ist folgende:

Die graphische Bedeutung der zweistellingen Operationen N, U, \ und A ist:

U

U

O

A

o)

U

U

o)

o)

U

o)

ANB

AUB

A\ B

AAB
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Beispiel
Seien A= {1,2} und B = {2,3} Mengen tber dem Universum U = [4].

U
A B
4
Dann gilt:
A = {xeU[x¢A} = {3,4},
ANB = {xeU|xeAund x € B} = {2},
AUB = {xe U|x e Aoderx € B} = {1,2,3},
A\B = {xeU|xeAundx ¢ B} = {1},
AAB = {x € U|entweder x € Aoder x € B} = {1,3}.
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Quizfragen

Seien A={1,2,3,4} und B = {3,4,5} Mengen iiber dem Universum U = [5]. Was ist
dann die Kardinalitat folgender Mengen?

1. P(AAB)

2. P(P(AN B))

3. P(A) UP(B)
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Antworten

1. Es gilt:

[P(AAB)| = [P({1,2,5})| = 2° = 8.
2. Es gilt:
IP(P(AN B))| = 2P(B34NI = 22 — 16,

3. Die Mengen A und B haben genau 4 gemeinsame Teilmengen: (), {3}, {4} und
{3,4}. Diese sind sowohl in P(A) als auch in P(B) drin und diirfen daher nicht
doppelt gezahlt werden. Daraus folgt:

[P(A)UP(B)| = [P(A)| + [P(B)| — 4 =24 + 251 —4 = 2* 4+ 2% — 4 = 20.
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Disjunktheit

» Zwei Mengen Mengen A und B heiBen disjunkt, falls sie keine Elemente
gemeinsam haben, d.h. wenn gilt:

ANB=0.

» Eine beliebige Familie Ay, ..., A, von Mengen heiBt disjunkt, falls die Mengen
paarweise disjunkt sind, d.h. wenn fir alle i, j € [n] mit i # j gilt:

AN Aj = .
» Fir disjunkte Mengen A1,..., A, gilt:
[AtU...UA,| = A1l + ...+ |A4l

Man schreibt auch A; W... W A,, um zu verdeutlichen, dass die Mengen A;,..., A,
paarweise disjunkt sind.
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Partitionen
Sei k € Ng. Eine k-Partition P einer Menge A ist eine Menge

P={A1,..., Ak},

sodass A= A1 U...U A, gilt und die Mengen A1, ..., A alle nichtleer und paarweise
disjunkt sind.

Die Mengen Ag, ..., Ax werden oder kurz genannt.
Eine 2-Partition wird genannt und eine 3-Partition :
Die einzige Partition P der leeren Menge A = () ist die P={}.

Die leere Partition ist die einzige 0-Partition.
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Beispiel
Es gibt 5 verschiedene Partitionen der Menge [3]:

© | O
ORlC, GEDIIOCXO.

Pr={{1,3,2}} P={{1,2},{3}} Ps={{L1,3},{2}} Pa={{1},{2,3}} Ps={{1},{2},{3}}

Py ist eine 1-Partition, P>, P3 und P4 sind 2-Partitionen und Ps ist eine 3-Partition.

44 /1411



Quizfrage

Wie viele verschiedene Partitionen besitzt die Menge [4]?
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Antwort
Es gibt 15 mogliche Partitionen der Menge [4]:

» sieben 2-Partitionen,

&) D[22 &

» sechs 3-Partitionen

» eine 1-Partition,

%

@

@ %?@ @ @@ %@

» und eine 4-Partition.
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Rezept
Frage: Wie kann eine Mengengleichung (iber beliebige Mengen Az, ..., A, bewiesen
oder widerlegt werden?
Methode:
1. Definiere Mengen A1, ..., A, Gber einem Universum U, so dass im
Venn-Diagramm jeder der 2" Bereiche genau ein Element enthalt.
2. Rechne linke und rechte Seite der Gleichung mit diesen Mengen aus und
vergleiche die Ergebnisse.
3. Falls sie gleich sind, so wurde die Gleichung bewiesen. Sonst wurde ein
Gegenbeispiel fir die Gleichung gefunden.

Achtung!

Einige Dozenten/Ubungsleiter erlauben diese Methode nur zum Widerlegen, aber nicht
zum Beweisen. Wenn das bei euch der Fall ist, dann misst ihr Mengengleichungen wie
auf Folie 61 mit den Rechenregeln von Folie 60 beweisen.
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Beispiel
Aufgabe: Beweise folgende Mengengleichung:

(ANB)N(ANC)=AN(BUC).

Losung:

1. Definiere 0.B.d.A. (,,ohne Beschrankung der Allgemeinheit") Mengen

A={1,2,3,4}, B={1,2,56}, C=1{1,3,57}

iber dem Universum U = [8]. Dies entspricht folgendem Venn-Diagramm:

restl
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2. Rechne:

(ANB)N(ANC)={1,2} n{1,3}
={3,4,5,6,7,8} N {2,4,5,6,7,8}
=1{4,5,6,7.8}
=1{1,2,3}

AN(BUC) ={1,2,3,4} N ({1,2,5,6} U{1,3,5,7})
=1{1,2,3,4}n{1,2,3,5,6,7}
={1,2,3}

3. Wegen {1,2,3} = {1,2,3} wurde die Mengengleichung bewiesen!
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Wichtig!
Bitte nicht so:

»Die Gleichung gilt, weil die entsprechenden Venn-Diagramme gleich sind."

[~ C

(ANB)N(ANC) ANn(BUCQ)

., Beweis durch schones Bildchen" ist kein Beweis!
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Noch ein Beispiel
Aufgabe: Gilt die Mengengleichung

(BN C)U(A\(BUC))=AN(BUC)

fur beliebige Mengen A, B, C?
Losung;:
1. Definiere 0.B.d.A. Mengen

A=1{1,2,34}, B=1{1,2,5,6}, C=1{1,3,57}

iber dem Universum U = [8]. Dies entspricht folgendem Venn-Diagramm:

Jresl
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2. Rechne:

(BNC)U(A\(BUC)) ={1,5}U({1,2,3,4}\{1,2,3,5,6,7})
={1,5tU {4}
= {1,4,5}

AN(BUC)={1,2,3,4}n({1,2,5,6} U{1,3,5,7})
={1,2,3,4} N {1,2,3,5,6,7}
={1,2,3}

3. Wegen {1,4,5} # {1,2,3} wurde die Mengengleichung durch Gegenbeispiel
widerlegt.
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Wichtig!
Bitte nicht so:

,Die Gleichung gilt nicht, weil die entsprechende Venn-Diagramme ungleich sind."

o —C 5 A —¢C
(BNC)U(A\ (BU(Q)) AN(BUC(C)

,,Beweis durch schénes Bildchen" ist auch hier kein Beweis!
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Rezept

Frage: Was muss fiir Mengen A1, ..., A, gelten, damit eine Mengengleichung stimmt?
Methode:

1. Fihre die oben stehende Methode durch und bilde die symmetrische Differenz der
Ergebnisse beider Seiten.

2. Entferne alle Elemente in der symmetrischen Differenz und interpretiere das
Venn-Diagramm ohne die entsprechenden Bereiche.
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Beispiel (nochmal)
Aufgabe: Was muss fiir A, B, C gelten, damit die Mengengleichung

(BNCO)U(A\(BUC)=An(BUC(O)
stimmt?

Erinnerung: Im vorigen Beispiel erhielten wir fiir das Venn-Diagramm

TN [
8

B ] H ¢

die Ergebnisse (BN C)U (A\ (BUC)) ={1,4,5} und AN(BUC) ={1,2,3}.
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Losung:
1. Rechne:

{1,4,5}A{1,2,3} = {2,3,4,5}.

2. Nach dem Loéschen der Elemente 2, 3,4,5 und der entsprechenden Bereiche

erhalten wir:

A

B/

0

—~C

Damit die Gleichung stimmt, muss also A = BN C gelten!
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Quizfrage
Aufgabe: Gilt die Mengengleichung

(ANB)NC=(ANnC)u(BNC)

fur beliebige Mengen A, B, C? Falls nicht, was misste fiir A, B, C gelten, damit die
Gleichung stimmt?

Hinweis: Benutze wieder die Mengen A = {1,2,3,4}, B={1,2,5,6} und
C ={1,3,5,7} tiber dem Universum U = [8].

el
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Antwort

Rechne:

(ANB)NC=({1,2,3,4}n{1,2,5,6})N{1,3,5,7}
={1,2} n{1,3,5,7}
={3,4,5,6,7,8} N {L,3,5,7}
={3,5,7}

(ANC)U(BNC)=({1,2,3,4} n{1,3,5,7}) U ({1,2,5,6} N {1,3,5,7})
= ({5,6,7,8} N {1,3,5,7}) U({1,2,5,6} N {1,3,5,7})
={5,7}U{1,5}
={1,5,7}

Da {3,5,7} # {1,5,7}, gilt die Mengengleichung im Allgemeinen nicht.
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Wegen
{3,5,7}A{1,5,7} = {1,3}

entfernt man die Elemente 1 und 3 und die entsprechenden Bereiche aus dem
Venn-Diagramm und interpretiert das Ergebnis.

Damit die Gleichung gilt muss also AN C = () gelten!
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Rechenregeln fiir Mengen

Seien A, B, C C U beliebige Mengen lber das Universum U. Ein paar niitzliche
Rechenregeln sind:

AnU=A AUb=A (Identitat)

AuU=U ANd=10 (Dominanz)

AUA=A ANA=A (Idempotenz)

A=A (Doppeltes Komplement)
AUB=BUA ANB=BNA (Kommutativitat)
(AUB)UC=AU(BUC) (AnNB)NC=ANn(BNC) (Assoziativitat)
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC) An(BUC)=(AnB)U(ANC) (Distributivitat)
(ANB)=AUB (AUB)=ANB (De Morgan)
AUA=U ANA=1 (U und 0)
A\B=ANB (Differenz)

AAB = (A\ B)U(B\ A) (symmetrische Differenz)
AU(ANB)=A AN(AUB)=A (Absorption)

Mit diesen Rechenregeln kann man auch Mengengleichungen beweisen. 60/ 1411



Beispiel

Aufgabe: Beweise folgende Mengengleichung:

Losung;:

AAB = (ANB)U (AN B).

AAB=(A\B
=(A\B
=(ANB
~(AUB

(B\A)

)
)

~— ~— ~—

D> O O o C

symmetrische Differenz)

De Morgan)
Differenz)
De Morgan)

Distributivitat)
Distributivitat)
U und 0)

(

(

(

(

(Doppeltes Komplement)
(

(

(

(Identitat)
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Themenubersicht

2. Grundlagen
2.1. Mengen

2.1.2. Tupel und Woérter
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Tupel

Tupel stellen, im Gegensatz zu Mengen, geordnete Objekte dar. Wichtig ist:
» Es werden runde Klammern benutzt: (...).
» Komponenten werden durch Kommas getrennt.

» Die Reihenfolge der Komponenten ist relevant, z.B.:

(b, c,a) # (a, b, c).
» Die Anzahl an Kopien derselben Komponente ist auch relevant, z.B.:
(a,b,c,c,c,b) # (a,b,c).

» Die Komponenten eines Tupels kdnnen beliebige Objekte sein, z.B. Zahlen,
Mengen oder wiederum Tupel.

> () ist das leere Tupel. Es besitzt keine Komponenten.

» Mit |...| wird die Lange (die Anzahl an Komponenten) eines Tupels

gekennzeichnet.
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Quizfrage

Sei a ein Tupel mit
a=(513,4},7,{{3,4},8},1,5,0).

Welche Lange |a| besitzt a?
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Antwort

Die Lange |a| von a ist

|a| = ’(57 {374}7 7, {{374}’ 8}, 1,5, ®)| =T.
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Kartesisches Produkt
Fir ein beliebiges n € N gilt:

Al x ... xAp:={(a1,...,an)| a1 € A1,...,an € Ap}
Beispiel
Fir A= {a,b}, B={c}, C = {d, e f} gilt:

Ax Bx C={(a,c,d),(a,c,e),(acf),(b,c,d),(b,c,e)(b,c, )}

66 /1411



Falls |A1],...,|An| < 0o, dann gilt immer: |A; x ... X Ap| = |A1] - ... - |Anl.
A" ist eine Abkiirzung fir Ax A x ... x A.
—_—

n mal
Das kartesische Produkt ist nicht assoziativ. Klammern machen namlich schon

einen Unterschied. Beispielsweise gilt fir A = {a, b}, B={c}, C ={d, e}
einerseits
(Ax B)x C={(a,c),(b,c)} x {d, e}
={((a,¢),d),((a; ¢), ), ((b, ¢), d), ((b, ), )}

und andererseits

Ax (B x C)={a,b} x{(c,d),(c,e)}
= {(a; (¢, d)), (a, (¢, €)), (b, (¢, d)), (b, (¢, €))}-
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Quizfragen
Seien A=1{1,2,3,4} und B = {3,4,5}. Was ist dann die Kardinalitat folgender
Mengen?

1. (AUB) x (AN B)

2. P(A) x P(B)

3. (Ax A)U (B x B)
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Antworten
1. Es gilt:
I(AUB) x (ANB)| = [{1,2,3,4,5} x {3,4}| = |{1,2,3,4,5}|-|{3,4}| =5-2 = 10.
2. Es gilt:
IP(A) x P(B)| = [P(A)| - |P(B)| = 21 . 2/Bl = 2% . 23 = 108.

3. Die Tupel (3,3), (3,4), (4,3) und (4,4) sind sowohl in A x A als auch in B x B
drin und dirfen daher nicht doppelt gezahlt werden. Daraus folgt:

(AxA)U(BxB)| = |(AxA)|+|(BxB)|—4 = |A|-|A|+|B|-| B|—4 = 4-4+3-3—4 = 21.
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Worter

Bestehen die Komponenten der Tupel aus einzelnen Zeichen, so kann man die
Klammern und die Kommas weglassen und die Zeichen nebeneinander schreiben.
Beispielsweise kann man das Tupel (b, a, b, ¢, ¢) als Wort babcc notieren.

» Man nennt die Tupel dann Worter.

> Die Menge aller Zeichen, die als Komponenten in den Tupeln vorkommen kénnen,
nennt man dann Alphabet X.

» Das leere Wort (das Wort ohne Zeichen bzw. mit Lange Null) ist e.
> X" =33%%...% ist die Menge aller Worter liber X der Lange n.
_—

n mal

» Y =Uplo " ist die Menge aller Worter iiber ¥ mit beliebiger Lange

» Eine Menge L C ¥* von Wortern nennt man passenderweise eine Sprache.
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Nicht irritieren lassen! Das X (,,Sigma") hier hat nichts mit dem Summenzeichen
in z.B.

n
Za;:ao+al+a2+a3+...+an
i=0

zutun. Das eine ¥ ist eine Menge, das andere ist ein Operator.

€ ist nur ein Zeichen, was man sich ausgedacht hat, um sich auf das leere Wort,
(das leere Tupel () als Wort geschrieben) beziehen zu kénnen.

Um Verwirrungen zu vermeiden, wahlt man ¥ so, dass kein Zeichen Teil eines
anderen Zeichens ist. Wiirde man beispielsweise ¥ = {a, ab, b} wahlen, so ware
nicht eindeutig, ob das Wort aba fiir (a, b, a) oder (ab, a) steht.
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Konkatenation
Fiir beliebige Tupel a = (a1,...,ak) und b = (b1, ..., by) gilt:

ab = (31,...,ak,b1,...,bm).
Fir beliebige Tupelmengen A, B gilt:

AB:={ablac A bec B}.

Bei der Konkatenation AB von Tupelmengen A, B konkateniert man jedes Tupel aus A
mit jedem aus B. Die Ergebnisse sind alle in AB enthalten.
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Beispiele (mit Tupeln)
> Seien A = {(x), (x,y),(y,x)} und B ={(),(z,y)}. Dann gilt:
AB ={(x),(x,2,y), (x,y). (x, ., 2,¥), (v, x), (v, X, 2, y) }.
> Seien A = {(a),(a, b)}, B = {(c, b)} und C = {(b), (b, c)}. Dann gilt:

ABC ={(a,c, b, b),(a,c,b,b,c),(a, b, c, b, b),(a,b,c,b,b,c)}.
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Konkatenieren macht mit Woértern viel mehr SpaB als mit Tupeln. Fasst man
a=(a1,...,ak)und b= (b1,...,bn) als Worter a=a;...a, und b= b; ... b,
auf, so gilt fur die Konkatenation von a und b:

ab:al...akbl...bm.

Man , klebt" also einfach die Worter aneinander.

Wir werden die Konkatenation so gut wie immer nur auf Wortern anwenden!

Fir ein beliebiges Zeichen a € X gilt:

€a = a = ae€.
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Beispiele (mit Wortern)

» Seien A= {x,xy,yx} und B = {e€, zy} zwei Sprachen liber dem Alphabet
Y = {x,y,z}. Dann gilt:

AB = {x, xzy, Xy, Xyzy, yx, yxzy }.

» Seien A= {a,ab}, B = {cb} und C = {b, bc} drei Sprachen iiber dem Alphabet
Y = {a, b, c}. Dann gilt:

ABC = {acbb, acbbc, abcbb, abcbbc}.
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Die Konkatenation ist assoziativ, d.h. man kann auch hier die Klammern
weglassen!

Fiir eine Tupelmenge bzw. Sprache A definieren wir

n __ 4+ n * n
A" = AAA .. A, At = UlA und A = UOA.
n mal n= h=
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Achtung!

Bei der Konkatenation kdnnen Duplikate entstehen! Man kann also, im Gegensatz zum
kartesischen Produkt, keine Formel fiir |A1A; ... Ayl in Abhédngigkeit von

‘A1|7 |A2’7 AR ‘An’ angeben'

Zum Beispiel gilt fir A= {a, ab} und B = {a, ba}:

AB = {aa, aba, aba, abba} = {aa, aba, abba}.
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Quizfrage

Seien ¥ = {x, y} ein Alphabet und A, B C X* zwei Sprachen iber ¥ mit
A={e,x,xy,xyy} und B={e,y, yy}.

Wie sieht AB extensional aus?
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Antwort

AB = {€€, ey, €yy, X€, XY, XYY, XY €, XYY, XYYy, XYY €, XYYy, XYyyy }
= {6, Y, YV, X, XY, XYY, XY, XYY, XYY, XYY, XYYy, XYyyy }
= {€&, ¥, ¥y, X, Xy, Xyy, xyyy, Xyyyy}.
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Philosophische Frage

Sei A die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten. D.h.
A={X|X ¢& X}.

Enthalt A sich selbst?
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Antwort

Diese Frage kann leider nicht beantwortet werden, weil beide Antwortméglichkeiten zu
einem Widerspruch fiihren wiirden. Die Problematik dieser Frage wurde 1903 von dem
britischen Mathematiker Bertrand Russell publiziert und ist eins von mehreren
Paradoxien der ,,naiven Mengenlehre".

Probleme wie dieses kdnnen mithilfe sogenannter , axiomatischen Mengenlehren”
umgangen werden. Diese Arten von Mengenlehren sind leider etwas komplizierter und
gehdren deshalb nicht zur DS-Vorlesung.

Fir Interessierte:
» http://de.wikipedia.org/wiki/Naive_Mengenlehre
» http://de.wikipedia.org/wiki/Russellsche_Antinomie
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2. Grundlagen

2.1. Mengen

2.1.3. Mathematische Aussagen
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Mathematische Aussagen

Eine Aussage ist ein sprachliches Konstrukt, dem man genau einen der Wahrheitswerte
wahr oder falsch zuordnen kann. Eine Aussage gilt, wenn sie den Wahrheitswert wahr
besitzt.

Die Negation einer Aussage ist wiederum eine Aussage. Durch die Negation einer
Aussage wird ihr Wahrheitswert in sein Gegenteil gekehrt. Fiir die Negation einer
Aussage A schreiben wir einfach:

nicht A.

Zwei Aussagen A und B sind aquivalent, wenn sie denselben Wahrheitswert besitzen.
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UND-Aussagen
Sind F und G Aussagen, dann ist auch

Fund G

eine Aussage. Diese gilt genau dann, wenn sowohl F als auch G gelten.

Die Negation davon ist:

nicht F oder nicht G.
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ODER-Aussagen
Sind F und G Aussagen, dann ist auch

F oder G

eine Aussage. Diese gilt genau dann, wenn mindestens eine der Aussagen F und G gilt.
Die Negation davon ist:

nicht F und nicht G.
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WENN-DANN-Aussagen
Sind F und G Aussagen, dann ist auch

Wenn F dann G

eine Aussage. Diese gilt genau dann, wenn F und G beide gelten oder wenn F nicht
gilt. In dem Fall, dass F nicht gilt, ist der Wahrheitswert von G egal, weil Gber ihn
nichts gesagt wurde, die gesamte Aussage ist dann wahr.

Man nennt diese Aussagen Implikationen und schreibt kurz:
F=G.

Diese sind dquivalent zu:
nicht F oder G.

Gilt eine Implikation F = G nicht, so schreibt man kurz F =5 G.
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GENAU-DANN-WENN-Aussagen
Sind F und G Aussagen, dann ist auch

F genau dann, wenn G

eine Aussage. Diese ist genau dann wahr, wenn F und G beide wahr oder beide falsch
sind. Diese Aussage kann auch wie folgt formuliert werden:

F dann und nur dann, wenn G
Man nennt diese Aussagen Aquivalenzen und schreibt kurz:
F <<= G.
Diese sind aquivalent zu:
F=— Gund G = F.

Gilt eine Aquivalenz F <= G nicht, so schreibt man kurz: F <~ G.
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Allaussagen

Ist A eine Menge und F eine Aussage, die von ein Element x abhangig sein kann, dann
ist

Fir alle x € A gilt F

auch eine Aussage. Diese ist wahr, wenn F fiir alle x € A wahr ist. Die Negation dieser
Aussage ist

Es gibt ein x € A fiir das nicht F gilt.

Man nennt solche Aussagen Allaussagen und schreibt kurz:
VxeA:F.

Gilt die Aussage A(x) nicht fiir alle (aber vielleicht fiir einige) x € A, dann schreiben
wir:

YxeA:F.
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Existenzaussagen

Ist A eine Menge und F eine Aussage, die von einem Element x abhangig sein kann,
dann ist

Es gibt ein x € A fiir das F gilt

auch eine Aussage. Diese ist wahr, wenn F fiir mindestens ein x € A wahr ist. Die
Negation dieser Aussage ist

Fur alle x € A gilt nicht F.

Man nennt solche Aussagen Existenzaussagen und schreibt kurz:
dx e A:F.
Gibt es gar kein x € A fiir das die Aussage F gilt, dann schreiben wir:

AxecA:F.
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Wichtig
Die Symbole =, <=, ¥ und d sind keine formale Operatoren, sondern nur
Abkiirzungen, um Aussagen kompakter darstellen zu kénnen.

Fir ihre Verwendung gibt es keine definierte Regeln. Wichtig ist nur, dass man sie so
verwendet, dass der Leser versteht, was gemeint ist.

= und <= machen nur bei Aussagen Sinn! Ausdriicke wie
{1,2} U{2,3} += {1,2,3} oder (a+ b)?> <= a*+ 2ab + b?

sind nicht nur falsch, sondern es tut sogar weh sie zu lesen!
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Beispiele

> Fir beliebige Mengen A, B C U iiber einem Universum U kénnen C, = und C wie
folgt kompakt definiert werden:

ACB = (WxelU:xe A= x€B)
A=B = (WxelU:xe A< xeB)
ACB = (WxelU:xeA=xeB)und(3xe U:x¢ Aund x € B)

» Die Aussage
Es gibt beliebig groBe Primzahlen
konnte wie folgt kompakt formuliert werden:

Vx € N:3Jy e N: (y prim und y > x).
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Quizfragen

Wie kann man folgende Aussagen kompakt darstellen?
1. Es gibt eine ganze Zahl, die groBer ist als alle anderen.
2. Es gibt keine ganze Zahl, die groBer ist als alle anderen.

3. Die Summe von zwei geraden Zahlen ist wieder gerade.

Benutze ausschlieBlich folgende Bausteine: V, 3, x, y, €, Z, -, (, ), <, <, und, gerade,

— und +.
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Antworten

1. IxeZ:VyeZ:y<x.

2. Ax€Z Ny eZ:y <x,was aquivalentist zu: Vx € Z:dy € Z : x < y.

3. Vx €Z:Yy € Z : (x gerade und y gerade) = x + y gerade, was auch wie folgt
geschrieben werden kann: Vx,y € Z : x und y gerade = x + y gerade.
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Mehr Quizfragen (Manner sind Schweine )

Sei M die Menge aller Menschen. Wie kann man folgende Aussagen kompakt
darstellen?

Jeder Mann ist ein Schwein.

Nur Manner kdnnen Schweine sein.

Es gibt Manner, die keine Schweine sind.

Manche Schweine sind Méanner.

Jeder Mann ist ein Schwein und jedes Schwein ist ein Mann.

Wenn alle Menschen Manner sind, dann sind sie auch alle Schweine.

No o R~ e

Jeder Mensch ist ein Mann oder ein Schwein.
8. Es gibt keine Schweine.

Benutze ausschlieBlich folgende Bausteine: V, 3, x, €, M, :, (, ), =, <=, und, oder,
ist Mann, ist Schwein, ist kein Mann, ist kein Schwein.

94 /1411



Antworten

1. Vxe M:

2. VxeM:
Vx € M :

3. dx e M :
4. dx e M :

x ist Mann == x ist Schwein.

x ist Schwein = x ist Mann bzw.
x ist kein Mann == x ist kein Schwein.

x ist Mann und x ist kein Schwein.

x ist Schwein und x ist Mann.

5. (Vx € M : x ist Mann = x ist Schwein) und (Vx € M : x ist Schwein —>
x ist Mann), bzw. Vx € M : x ist Mann <= x ist Schwein.

6. (Vx € M : x ist Mann) = (Vx € M : x ist Schwein)
7. Vx € M : x ist Mann oder x ist Schwein.

8. Ax € M : x ist Schwein, bzw. Vx € M : x ist kein Schwein.
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.2. Relationen und Abbildungen
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.2. Relationen und Abbildungen
2.2.1. Wichtige Begriffe
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Relationen

» R ist eine binare Relation Gber den Mengen A und B, falls gilt:
RCAXxB.

Man nennt dann A die Quellmenge und B die Zielmenge von R.

» R ist eine homogene binare Relation tiber der Menge A, falls gilt:

RCAXxA.

Man nennt dann A die Grundmenge von R.
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Weil wir in der Vorlesung nur bindre Relationen betrachten, lassen wir das Wort
bindr immer weg!

Homogene Relationen sind Relationen, bei denen die Quell- und die Zielmenge
gleich sind.
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Beispiele

» Eine abstrakte Relation tiber [2] und [4] ist:

R = {(17 1)7 (17 3)7 (2’ 3)7 (27 4)}

v

Eine abstrakte homogene Relation tiber [3] ist:

R= {(17 1)7 (17 3)a (27 3)7 (37 1)7 (3a 3)}

v

Bekannte homogene Relationen iliber Z sind =, #, <, und <.

v

Sei A eine beliebige Menge. Bekannte homogene Relationen tber P(A) sind =, #,
C, Q C und ¢Z.

Sei A wieder eine beliebige Menge. Eine bekannte Relation iber A und P(A) ist
die Elementrelation €.

v
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Wir benutzen oft die a R b anstatt der normalen Notation (a, b) € R. Wir
benutzen die Infixnotation vor allem dann, wenn wir ein tolles Relationensymbol fiir R
haben. Beispielsweise ist 3 < 5 nichts anderes als die Infixnotation fiir (3,5) €<, was
zwar eigentlich korrekt ware, aber schrecklich aussieht!

Fir (a, b) ¢ R benutzen wir einfach a R b. So kann beispielsweise 5 # 7 sowohl fir

(5,7) ¢= als auch fir (5,7) €# stehen, falls man # als eigene Relation auffassen
mochte.
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Quizfrage

Wie viele verschiedene Relationen tiber [3] und [4] gibt es?
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Antwort

So viele, wie es Teilmengen von [3] x [4] gibt. Insgesamt gibt es also
1P(13] x [4])] = 2/B<HI = 212 — 4096

solche Relationen.
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Einschrankung

Oft moéchte man nur einen Teil der Relation betrachten. Hierfiir sind Einschrankungen
hilfreich.

» Seien A, A', B, B Mengen mit A’ C A und B’ C B und R eine Relation iber A
und B. Dann ist die Einschrankung von R auf A" und B’ gegeben durch:

RN (A x B).

» Seien A und A’ zwei Mengen mit A* C A und R eine homogene Relation (iber A.
Dann ist die Einschrankung von R auf A’ gegeben durch:

RN (A x A).
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Beispiele
» Die Einschrankung von = auf [5] ist
{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4).(5,5)}.

» Die Einschrankung von # auf [3] ist

{(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2)}-

» Die Einschrankung von < auf [3] ist

{(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}-
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Quizfragen

1. Was ist die Einschrankung der Kleiner-Relation < auf [4]?
2. Was ist die Einschrankung der Echte-Teilmenge-Relation C auf P([2])?
3. Was ist die Einschrankung der Element-Relation € auf [2] und P([2])?
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Antworten

1. Die Einschrankung von < auf [4] ist

{(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}-

2. Die Einschrankung von C auf P([2]) ist

{0, {13), (0,{2}), (0, {1, 2}), ({1}, {1, 2}), ({2}, {1, 2})}-

3. Die Einschrankung von € auf [2] und P([2]) ist:

{(1,{1}), (1,{1,2}),(2,{2}), (2, {1,2})}.
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Graphische Darstellung von Relationen

Jede Relation R tber A und B kann als Graph dargestellt werden. Die Elemente aus A
werden links und die aus B rechts als Punkte (Knoten) gezeichnet. Die Tupel aus R
werden als Pfeile (Kanten) dargestellt: ,a — b" bedeutet ,(a, b) € R".

Ist R homogen, dann kann man auch jedes Element nur einmal als Knoten zeichnen.
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Beispiel
Die Relation R dber [3] und [4] mit

R= {(17 1)7 (17 4)7 (3’ 2)7 (37 4)}

kann graphisch wie folgt dargestellt werden:

h
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Beispiel
Die homogene Relation R iiber [3] mit

R= {(L 1)7 (17 2)’ (27 3)a (37 2)’ (3’ 3)}
kann graphisch wie folgt dargestellt werden:

/\33

Cl<—2v\_/
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Bild und Urbild einer Relation
Seien A und B Mengen und R eine Relation ber A und B. Das Bild und das Urbild

von R sind definiert als:

Bild(R) := {beB|3acA:(ab)eR}
Urbild(R) {acA|3beB:(ab)eR)

Intuitiv enthalt
das von R alle Elemente a € A, die in mindestens einem Tupel (a, b) als
erste Komponente vorkommen (bzw. von mindestens einer Kante verlassen
werden) und
das von R alle Elemente b € B, die in mindestens einem Tupel (a, b) als
zweite Komponente vorkommen (bzw. von mindestens einer Kante getroffen
werden).
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Wichtig!

Man benutzt das Zeichen := um zu verdeutlichen, dass der Ausdruck auf der rechten
Seite der Gleichung per Definition gleich dem auf der linken Seite ist.

Gleichungen, die ein Doppelpunkt vor dem Gleichheitszeichen haben, sind insbesondere
nicht beweisbar. Sie kdnnen nur angenommen werden.
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Beispiel
Sei R wieder folgende Relation:

h

A B

Das Bild und Urbild von R sind:

Bild(R) = {1,2,4} und Urbild(R) = {1,3}.
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Umkehr- und Komplementarrelation
Seien A und B zwei Mengen und R eine Relation iiber A und B. Wir definieren:

R =

,b)|(b,a) € R} (Umkehrrelation),
R = {(ab)l(a

a
a,b)|(a,b) ¢ R} (Komplementarrelation).

Es gilt R C A x B, aber R1C BxA.
Insbesondere gelten die Gleichungen |[R~| = |R| und |R| = |A| - |B| — |R].
Haben wir fiir R ein tolles Relationensymbol (z.B. ,,<"), dann kann man R~1

bzw. R darstellen, indem man das Symbol fiir R umdreht (z.B. ,>") bzw.
durchstreicht (z.B. ,£").
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Beispiel
Sei R eine Relation tber [3] und [2] mit

R = {(17 1)7 (27 2)7 (37 1)}
Dann gilt fir R~ und R:

R~ ={(1,1),(1,3),(2,2)} und R={(1,2),(2,1),(3,2)}.

Graphisch:
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Eigenschaften von Relationen
Seien A und B Mengen und R eine Relation liber A und B. Dann hei}it R:
» linkstotal, falls fiir alle a € A gilt:

[{be Bl(a,b) € R}[ > 1,
» rechtseindeutig, falls fiir alle a € A gilt:
|{be B|(a,b) e R}| <1.
In kompakter Schreibweise heiBt das:

R linkstotal <= VYacA:|{beB|(a,b)eR
R rechtseindeutig <= Vac A:|{be B|(a,b) e R

Hz—“w—’
|/\ |\/
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Intuitiv ist eine Relation R Giber A und B

, falls jedes Element aus A in mindestens einem Tupel vorkommt (bzw.
von mindestens einer Kante verlassen wird) und

, falls jedes Element aus A in hochstens einem Tupel vorkommt
(bzw. von hdchstens einer Kante verlassen wird).
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Wichtig!

Man benutzt das Zeichen :<= um zu verdeutlichen, dass die Aussage auf der rechten
Seite des Aquivalenzzeichens per Definition aquivalent zu der auf der linken Seite ist.

Aquivalenzen, die ein Doppelpunkt vor dem Aquivalenzzeichen haben, sind
insbesondere nicht beweisbar. Sie konnen, analog zu den Gleichungen mit dem Zeichen
=, nur angenommen werden.
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Beispiele
Seien Ry, ..., Rg folgende Relationen iiber A= {1,2} und B = {3,4}:

6 G0 00 06
06 =6 00 0

Ri1, R>, Rs und Ry sind linkstotal. R, R4, R; und Rg sind rechtseindeutig.
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Eigenschaften homogener Relationen
Seien A eine Menge und R eine homogene Relation iiber A. Dann heifit R:

> reflexiv, falls fiir alle a € A gilt:
(a,a) € R,
» symmetrisch, falls fiir alle a, b € A gilt:
wenn (a, b) € R, dann (b, a) € R,
» asymmetrisch, falls fiir alle a, b € A gilt:

wenn (a, b) € R, dann (b, a) ¢ R,
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> antisymmetrisch, falls fir alle a, b € A gilt:
wenn (a, b) € R und (b, a) € R, dann a = b,
> total, falls fiir alle a, b € A gilt:
wenn (a, b) ¢ R, dann (b, a) € R,
» transitiv, falls fur alle a, b, c € A gilt:

wenn (a,b) € R und (b, c) € R, dann (a,c) € R.
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In kompakter Schreibweise heiBt das:

R reflexiv

R symmetrisch

R asymmetrisch

R antisymmetrisch
R total

R transitiv

Treete

VYae M:(a,a) € R

Va,be M:(a,b) € R=(b,a) € R

Va,be M:(a,b) e R= (b,a)¢ R

Va,be M:((a,b) € Rund (b,a) e R) = a=b
Va,be M:(a,b) ¢ R=— (b,a) e R
Va,b,c € M:((a,b) € Rund (b,c) € R) = (a,¢)

€ER
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Um zu zeigen, dass eine Eigenschaft nicht gilt, reicht es, eine Kombination von
konkreten Elementen zu finden, die die Bedingung nicht erfillt. Es gilt namlich:

R nicht < dJaeM:(a,a)¢R

R nicht = JabeM:(ab)eRund (ba)dR

R nicht <= da,be M:(a,b) e R und (b,a) € R

R nicht < da,be M:(a,b)€R, (b,a)e Rund a# b

R nicht <= da,be M:(a,b) ¢ Rund (b,a) ¢ R

R nicht <= da,b,ce M:(a,b)e R, (b,c) € Rund (a,c) ¢ R

Um zu zeigen, dass eine Eigenschaft gilt, muss man leider fiir alle Kombinationen
ausprobieren, dass die Bedingung erfiillt ist.
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Reflexivitat
Intuitiv besagt die Reflexivitat, dass jedes Element a € A mit sich selbst in Relation

stehen muss. Die Aussage
(a,a) € R

ist nur dann nicht erfiillt, wenn (a, a) ¢ R gilt, d.h. wenn mindestens ein Element nicht
mit sich selbst in Relation steht.
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Symmetrie

Intuitiv besagt die Symmetrie, dass zwei verschiedene Elemente entweder in beiden
Richtungen oder gar nicht in Relation stehen diirfen.

» Falls a = b, ist die Implikation
(a,a) e R—=(a,a) € R

immer erfillt, egal ob (a,a) € R oder (a, a) ¢ R gilt.
> Falls a # b, ist die Implikation

(a,b) e R=(b,a) e R

nur dann nicht erfiillt, falls (a, b) € R und (b, a) ¢ R oder (a, b) ¢ R und
(b, a) € R gilt, d.h. falls von den Tupeln (a, b) und (b, a) genau eins in R
enthalten ist.
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Asymmetrie

Intuitiv besagt die Asymmetrie, dass zwei verschiedene Elemente entweder in nur eine
Richtung oder gar nicht in Relation stehen diirfen. AuBerdem darf kein Element mit
sich selbst in Relation stehen.

» Falls a = b, ist die Implikation
(a,a) e R=(a,a) ¢ R

nur dann nicht erfiillt, falls (a, a) € R gilt. Deshalb darf kein Element mit sich
selbst in Relation stehen.

» Falls a # b, ist die Implikation
(a,b) e R=(b,a) ¢ R

nur dann nicht erfillt, falls (a, b) € R und (b, a) € R gilt, d.h. falls beide Tupeln
(a, b) und (b, a) in R enthalten sind.
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Antisymmetrie

Intuitiv besagt die Antisymmetrie, dass zwei verschiedene Elemente entweder in nur
eine Richtung oder gar nicht in Relation stehen diirfen. Im Gegensatz zur Asymmetrie
diirfen Elemente schon mit sich selbst in Relation stehen. (Missen sie aber nicht!)

» Falls a = b, ist die Implikation
((a,a) e Rund (a,a) e R) = a=a

immer erflllt, da a = a eine wahre Aussage ist. Deshalb diirfen Elemente mit sich
selbst in Relation stehen oder auch nicht.

» Falls a # b, ist die Implikation
(a,b) e R=(b,a) ¢ R

nur dann nicht erfillt, falls (a, b) € R und (b, a) € R gilt, d.h. falls beide Tupeln
(a, b) und (b, a) in R enthalten sind.
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Totalitat

Intuitiv besagt die Totalitat, dass zwei verschiedene Elemente in mindestens eine
Richtung in Relation stehen sollen. AuBerdem muss jedes Element mit sich selbst in
Relation stehen.

» Falls a = b, ist die Implikation
(a,a) ¢ R—=(a,a) € R

nur dann erfillt, falls (a, a) € R gilt. Deshalb muss jedes Element mit sich selbst
in Relation stehen.

> Falls a # b, ist die Implikation
(a,b) ¢ R= (b,a) e R

nur dann nicht erfillt, falls (a,b) ¢ R und (b, a) ¢ R gilt, d.h. falls beide Tupeln
(a, b) und (b, a) nicht in R enthalten sind.
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Transitivitat
Intuitiv besagt die Transitivitat, dass es fiir jeden indirekten Weg zwischen zwei
Knoten im Graph der Relation immer auch einen direkten Weg gibt.

> Falls a, b und c alle gleich sind, ist die Implikation
((a,a) € Rund (a,a) € R) = (a,a) € R

immer erfillt, egal ob (a,a) € R oder (a, a) ¢ R gilt.
» Falls nur a und b gleich sind, ist die Implikation

((a,a) € Rund (a,c) € R) = (a,c) €R

auch immer erfiillt, egal ob (a,c) € R oder (a,c) ¢ R gilt.

» Falls nur b und c gleich sind, ist die Implikation
((a,b) € Rund (b,b) € R) = (a,b) € R

auch immer erfillt, egal ob (a, b) € R oder (a, b) ¢ R gilt.
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» Falls nur a und c gleich sind, ist die Implikation
((a,b) € Rund (b,a) € R) = (a,a) € R

nur dann nicht erfiillt, wenn (a, b) € R, (b,a) € R und (a, a) ¢ R gilt, d.h. wenn
zwei Element in beiden Richtungen verbunden sind, aber eins davon nicht mit sich
selbst.

» Falls a, b und c alle unterschiedlich sind, ist die Implikation
((a,b) € Rund (b,c) € R) = (a,c) € R

nur dann nicht erfillt, falls (a,b) € R, (b,c) € R und (a,c) ¢ R, d.h. falls a mit
b verbunden ist, b mit ¢, aber nicht a mit c.
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Graphische Bedeutung der Eigenschaften

Es ist wichtig, dass man die Eigenschaften einer homogenen Relation R lber A
erkennen kann. Sehr hilfreich ist dabei zu wissen, was jede Eigenschaft fiir Elemente

a,b € M erlaubt (/) bzw. verbietet (X). Aus den Uberlegungen der letzten Folien
entsteht folgende Tabelle:

o @[T b Casbil Caebil el
reflexiv X v v v v v
sywmedrisch v Vv v X X v
asywmedrisch v X v v v X
ontisywvmedrish | v v v v X
total X v X v v v

An der linken Hélfte erkennt man, ob Elemente eine Kante zu sich selbst (eine
Schleife) haben diirfen und an der rechten Seite, ob es erlaubt ist, dass zwischen je
zwei verschiedenen Elementen keine, eine oder zwei Kanten verlaufen. Ubrigens:

»erlaubt sein® heiBt nicht, dass das notwendigerweise vorkommen muss!
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Die Transitivitat ist leider ein bisschen komplizierter.

Eine Relation ist genau dann transitiv, wenn man keine der folgenden zwei Situationen
vorfindet:

1. Es gibt bei zwei verschiedenen Elementen eine Doppelkante, aber es fehlt
mindestens eine der beiden Schleifen (1. Punkt auf Folie 130):

SIS

2. Es gibt bei drei verschiedenen Elementen einen indirekten Weg von einem Element
zu einem anderen, aber keinen direkten (2. Punkt auf Folie 130):

oe—>o0o—> 0

Findet man keine der beiden Situationen, so kann man mit Sicherheit sagen, dass die
Relation transitiv ist!
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Beispiel
Sei R wieder folgende homogene Relation tiber [3]:
7
l+——2 3
G — 30
> R ist nicht reflexiv.
> R ist nicht symmetrisch.

> R ist nicht asymmetrisch.

v

R ist nicht antisymmetrisch.

v

R ist nicht total.

v

R ist nicht transitiv.
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Noch ein Beispiel
Sei R folgende homogene Relation tber [3]:

Clm33

O

v

R ist reflexiv.

> R ist nicht symmetrisch.

v

R ist nicht asymmetrisch.

> R ist antisymmetrisch.

v

R ist total.

v

R ist transitiv.
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Ein letztes Beispiel
Es gibt 222 = 16 verschiedene homogene Relationen tiber [2]:

] =5 7 % 5 2
2 X v v /X
Ct 2 X v x v X v
132 X X v / X
R X X v v X
4 29 X v x v x
2 X X x v x
Cle_2 X X X v X J
Ct 29 22N SRR SR

| [+ &% & 3¢
12 X v X x X X
14722) X X X v Xx
e 2D X X x v X J
G2 X v X x x X
C—2) ox X v o/ v
Cie__2D OX X v v/
122 X v X X x X
G20 A2 S SRS
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Quizfrage
Welche Eigenschaften besitzen folgende homogene Relationen iber [3]?

] =58 835 2] | T=5 7 85 g | [ 538 85 2
2 2 2
N R Ve
[GFamth] v 3) ¢t 3
? 2 2
¢t .f_'} 3] C‘/ \\?‘3 ¢t .f__,'S 3]
’y ? 2
/Y
¢ (=5 ‘s
7 ? ?
Ct—3) ¢ 3) 1—s3
2 2 2
AN Y
¢ 4 3 4—s3
2 2 2
Il 33 4/'&3 sty
7 2 ?
c4 33 4 3 4 3
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T 5 F E o8 ¢ T 5 F E o8 ¢ T 5 F E 8 ¢
o X o x x v X v X o x v x v X x x x x X
v X X X v /v v /X X X X X x x x x Vv
v X X v v X v /X X x 7/ X X X v Xx X
v X X v v / v v X v x / X x x v x
v v X X v / X x v v X X X v X X x X
o X X X X X X x v v x Vv X v x x x
v X X v X X X v v v X Vv X v x v X Vv
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Mehr Quizfragen

1. Welche Eigenschaften besitzen folgende homogene Relationen iiber den ganzen
Zahlen?

« E > = o
? c
¢ & a & 2

tra

ANAPK

2. Welche Eigenschaften besitzen folgende homogene Relationen tber der
Potenzmenge einer beliebigen Menge?

[

E > =
. "
@
© & 38 & 2

tra

Nl Tl NEll
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Antworten

1. Fir =, #, < und < iiber den ganzen Zahlen gilt:

L

sym|
tot

XN X[ || ref
R RN AN

< x| x| || asy
ANENEANIE-Y
< x| «/]tra

| <[>

A[APK]

2. Fir =, #, C, €, C und ¢ lber der Potenzmenge einer beliebigen Menge gilt:

L |

sym|

N3] <] | ref
< x| x| x| ||| tot

BIEIEIEIRNEN

S| K[ 3| x| 3| || asy
> x| ] Xx[«]]ant
| x| x| ]| tra

RUO[RIN] I
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Wichtige homogene Relationen
Fir eine beliebige Menge A sind folgende homogene Relationen iiber A wichtig:

0 = {} (leere Relation)
ida = {(a,a)]ac A} (Identitatsrelation)
AxA = {(ab)|a,be A} (kartesisches Produkt)

In () steht jedes Element mit keinem Element in Relation.

In id4 steht jedes Element nur mit sich selbst in Relation. Beispielsweise ist die
Gleichheitsrelation = liber ganze Zahlen nichts anderes als idy.

In A x A steht jedes Element mit jedem anderen in Relation.
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Quizfrage

Welche Eigenschaften besitzen folgende homogene Relationen (iber einer beliebigen,
nichtleeren Menge A?

ref
sym|
asy
ant
tot
tra

ida
A XA
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Antworten
Es gilt:

el

101

ue

Ase

wAs

v / /X
x

v

v/

id g

A X A
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Quizfragen

1. Kann eine reflexive Relation auch asymmetrisch sein?

2. Ist jede antisymmetrische Relation, die nicht reflexiv ist, automatisch
asymmetrisch?

3. Ist jede asymmetrische Relation automatisch antisymmetrisch?
4. Kann eine symmetrische Relation auch asymmetrisch sein?

5. Ist jede totale Relation automatisch reflexiv?
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Antworten

1. Ja! Die leere Relation () iiber der leeren Menge (. Diese besitzt alle 6
Eigenschaften ;-)

2. Nein! Damit eine antisymmetrische Relation auch asymmetrisch ist, darf kein
Element zu sich selbst in Relation stehen. Stehen jedoch einige mit sich selbst in
Relation und einige nicht, dann ist die Relation weder reflexiv noch asymmetrisch.
Gegenbeispiel: R = {(1,1),(1,2)} tber [2].

3. Jal Man erkennt an der Tabelle auf Folie 132, dass die Antisymmetrie eine
Abschwachung der Asymmetrie ist.

4. Ja! Die leere Relation 0.

5. Ja! Man erkennt an der Tabelle auf Folie 132, dass die Reflexivitat eine
Abschwachung der Totalitat ist.
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Die leere Relation () Giber einer beliebigen Menge A ist symmetrisch,
asymmetrisch, antisymmetrisch und transitiv. Gilt auBerdem A = (), so ist sie a
reflexiv und total!

Fir jede Relation R (iber einer beliebigen Menge A gilt:

R total = R reflexiv
R asymmetrisch = R antisymmetrisch

Das sind auch die einzigen Implikationen, die immer gelten.
Eine Relation Gber einer nichtleeren Menge kann nicht gleichzeitig reflexiv und
asymmetrisch sein.

Eine nichtleere Relation (iber einer nichtleeren Menge kann nicht gleichzeitig
symmetrisch und asymmetrisch sein.

uch
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.2. Relationen und Abbildungen

2.2.3. Beweisen von Eigenschaften
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Eigenschaften homogener Relationen beweisen
Die Definitionen aller Eigenschaften homogener Relationen sind Aussagen der Art

V....B= F

fur eine Bedingung B und eine Folgerung F. Die Negation einer solchen Aussage hat
folgende Form:

J...: B und nicht F.
Daher werden diese Aussagen
> mit einem Beweis fiir beliebige Elemente gezeigt, aber
» mit einem konkreten Gegenbeispiel widerlegt.

Wie man diese 6 Eigenschaften beweist oder widerlegt wird anhand der nachsten 6
Relationen gezeigt.
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Bei der Reflexivitat gibt es keine Bedingung. Die Aussage ist lediglich
Vae A:(a,a) €R

und ihre Negation
Jdac A:(a,a) ¢ R.
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Teilbarkeitsrelation |

Fir beliebige ganze Zahlen x,y € Z gilt x | y genau dann, wenn es eine natirliche
Zahl k € Z gibt mit y = kx. In kompakter Schreibweise heiBt das:

x|y = JkeZ:y=k-x.
Somit ist | eine homogene Relation iiber Z.

Beispiele
Es gilt beispielsweise 3 | —12, 4 | 12 und —6 | 12, aber 5112, —7 {12 und 8 1 12.

Fir x | y sagen wir ,x teilt y", ,y wird von x geteilt" oder ,y ist ein Vielfaches
von x".

Fir alle n € Z gilt: 1 | nund n | 0.
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Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation
Fir die Teilbarkeitsrelation | gilt:

—

.| ist reflexiv.

2. | ist nicht symmetrisch.
3. | ist nicht asymmetrisch.
4. | ist antisymmetrisch.

5. | ist nicht total.

()}

. | ist transitiv.

Diese Aussagen werden in den nichsten 6 Folien gezeigt.
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1. | ist reflexiv.

Zu zeigen ist:
VYacZ:ala.

Beweis:
Sei a € Z eine beliebige ganze Zahl.
= a=1a
— Es gibt also eine ganze Zahl k € Z mit a = k - a, ndmlich k = 1.
— ala.
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2. | ist nicht symmetrisch.

Zu zeigen ist:
da,beZ:a|bund bfa.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei ganze Zahlen a, b € Z gesucht, fir die a| b und bt a
gelten, z.B. a=2 und b =4. a
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3. | ist nicht asymmetrisch.

Zu zeigen ist:
da,beZ:a|bund b|a.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei ganze Zahlen a, b € Z gesucht, fir die a|bund b | a
gelten, z.B. a=4 und b =4. a
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4. | ist nicht antisymmetrisch.

Zu zeigen ist:
da,beZ:a|b, b|aunda#b.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei ganze Zahlen a, b € Z gesucht, fir die a| b, b | a und
a # b gelten, z.B. a=3 und b = -3. a

Info: Die Einschrankung der Teilbarkeitsrelation auf Ny ist schon antisymmetrisch!
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5. | ist nicht total.

Zu zeigen ist:
da,beZ:atbund bfa.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei ganze Zahlen a, b € Z gesucht, fir die at b und bt a
gelten, z.B. a=3 und b = 4. a
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6. | ist transitiv.
Zu zeigen ist:
Va,b,c€Z:(a|bund b|c)=a]|c.

Beweis:

Seien a, b, ¢ € Z beliebige ganze Zahlen mit a | b und b | c.
—> Es gibt ganze Zahlen ki, ko € Z mit b=k; -aund c = ky - b.
= Durch Einsetzen von b = kia in ¢ = kyb erhalten wir:

c:k2-k1-a.

— Es gibt also eine ganze Zahl k3 € Z mit ¢ = kza, namlich k3 = ks - k.
= alc
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Kongruenzrelation =, modulo n

Sei n € N. Fiir beliebige ganze Zahlen x,y € Z gilt x =, y genau dann, wenn es eine
ganze Zahl k € Z gibt mit x = y + kn. In kompakter Schreibweise heift das:

X=py <= Jke€Z:x=y+k-n.

Somit ist =, ebenfalls eine homogene Relation iber Z.

Beispiele
Fir n = 5 gilt beispielsweise 3 =5 8, 6 =5 —9 und —2 =5 —17, aber —3 #5 6, 13 %5 6
und 8 7_é5 —10.

Fir x =, y sagen wir ,x und y sind kongruent modulo n*.

Es gilt x =, y genau dann, wenn die Differenz x — y durch n teilbar ist:

x=py<=dke€Z: x=y+k-n<JkeZ:x—y=k-n<n|(x—y)
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Eigenschaften der Kongruenzrelation modulo n
Fir die Kongruenzrelation =, modulo n gilt:
1.

6. =

Diese Aussagen werden in den nichsten 6 Folien gezeigt.

AR

=n

ist reflexiv.

ist symmetrisch.

ist nicht asymmetrisch.
ist nicht antisymmetrisch.
ist nicht total.

ist transitiv.

159 /1411



1. =, ist reflexiv.

Zu zeigen ist:
VaeZ:a=,a.

Beweis:
Sei a € Z eine beliebige ganze Zahl.
— a=a+0-n
— Es gibt also eine ganze Zahl k € Z mit a = a+ k- n, ndmlich k = 0.
— a=,a
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2. =, ist symmetrisch.

Zu zeigen ist:
VabeZ:a=,b=— b=, a.
Beweis:

Seien a, b € Z beliebige ganze Zahlen mit a =, b.
—> Esgibtein kk € Zmita=b-+ ky-n.

— a— ki -n=0>b.
— Es gibt also ein k, € Z mit b= a+ ky - n, namlich k, = —k;.
— b=, a.
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3. =, ist nicht asymmetrisch.

Zu zeigen ist:
da,beZ:a=,bund b=, a.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei ganze Zahlen a, b € Z gesucht, fiir die a =, b und
b=, agelten, zB. n=5,a=1und b=6. O
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4. =, ist nicht antisymmetrisch.

Zu zeigen ist:
da,beZ:a=,b,b=,aund a#b.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei ganze Zahlen a, b € Z gesucht, fiir die a=, b, b=, a
und a # b gelten, z.B. wieder n=5, a=1und b = 6. O
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5. =, ist nicht total.

Zu zeigen ist:
da,beZ:a#,bund b#, a.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei ganze Zahlen a, b € Z gesucht, fiir die a %, b und
b #, agelten, zB. n=5,a=2 und b=3. O
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6.

=, ist transitiv.
Zu zeigen ist:
Va,b,c€Z:(a=p,bund b=,¢c) = a=,c.

Beweis:

Seien a, b, ¢ € Z beliebige ganze Zahlen mit a=, b und b=, c.
— Es gibt ganze Zahlen ky, ko € Zmita=b+ k;-nund b=c+ ky - n.
— Durch Einsetzen von b =c + ky - nin a = b + kq - n erhalten wir:

a:c+k2~n+k1-n:c—l—(k2+k1)-n.

= Es gibt also eine ganze Zahl ks € Z mit a = c + k3 - n, namlich k3 = ko + ky.
— a=,c

g
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Prafixrelation C,

Sei ¥ ein Alphabet und X* die Menge aller Worter liber . Fiir beliebige Worter
u,v € X* gilt u &, v genau dann, wenn es ein Wort w € ¥ gibt mit v = uw. In
kompakter Schreibweise heiBt das:

ulpv &= dweXr*:v=uw.
Somit ist C, ebenfalls eine homogene Relation iiber >*.

Beispiele
Fir ¥ = {a, b, c} gilt beispielsweise ab T, abaca, € T, abc und bc T, bc, aber
ca i£ pabcaa, abba [ ,ab und abc [ ,bca.

Fir u &, v sagen wir ,,u ist Prafix von v*

Intuitiv heiBt u T, v, dass das Wort u am Anfang von v vorkommt.
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Eigenschaften der Préfixrelation
Fiir die Prafixrelation C,, gilt:

1. Cp ist reflexiv.
Cp ist nicht symmetrisch.
Cp ist nicht asymmetrisch.
C, ist antisymmetrisch.
C, ist nicht total.

AR

6. Cp ist transitiv.

Diese Aussagen werden in den nichsten 6 Folien gezeigt.
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1. Cp ist reflexiv.

Zu zeigen ist:
VaeX*:al,a.

Beweis:
Sei a € ¥* ein beliebiges Wort.
— a = ae€.
—> Es gibt also ein Wort w € £* mit a = aw, namlich w = e.
— al,a
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2. L, ist nicht symmetrisch.

Zu zeigen ist:
da,beX*:al,bund b¥iZpa

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei Worter a, b € ¥* gesucht, fiir die a &, b und b £ pa
gelten, z.B. ¥ = {x,y}, a= x und b = xy. |
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3. L, ist nicht asymmetrisch.

Zu zeigen ist:
da,beX*:al,bund b, a

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei Worter a, b € >* gesucht, fiir die a =, bund b T, a
gelten, z.B. X = {x,y}, a= xy und b = xy. O
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4. Cp ist antisymmetrisch.

Zu zeigen ist:
Va,beX*:(aCpbund bCpa) = a=b.

Beweis:

Seien a, b € X* beliebige Woérter mit a T, b und b C, a.
= Es gibt Worter wy, wo, € £* mit b = awy und a = bws.
— Durch Einsetzen von b = aw; in a = bw, erhalten wir:

a = awiwop.

wi und wy, missen beide leer sein.
b = aec und a = be.
a=b.

Ll

d
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5. L, ist nicht total.

Zu zeigen ist:
da,beX*:alf pbund b¥iZ pa.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei Worter a, b € ¥* gesucht, fiir die a £ ,b und b £ pa
gelten, z.B. X = {x,y}, a= xy und b = yx. |
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6. Cp ist transitiv.
Zu zeigen ist:
Va,b,ceX*:(alpbund bCpc) = al,c.

Beweis:

Seien a, b, c € X* beliebige Worter mit a &, b und b T, c.
— Es gibt Worter wy, wp, € £* mit b = awy und ¢ = bws.
— Durch Einsetzen von b = aw; in ¢ = bw, erhalten wir:

C = awiwo.

— Also gibt es ein Wort w3 € ¥* mit ¢ = aws (ndmlich ws = wyw»).
= al,c

g

173 /1411



Suffixrelation Cg

Sei ¥ ein Alphabet und X* die Menge aller Worter liber 2. Fiir beliebige Worter
u,v € 2* gilt u 5 v genau dann, wenn es ein Wort w € ¥* gibt mit v = wu. In
kompakter Schreibweise heit das:

ulsv <= dweX*:v=wu.
Somit ist auch Cg eine homogene Relation iiber X*.

Beispiele
Fir X = {a, b, ¢} gilt beispielsweise ab T acab, € C¢ acb und bab T bab, aber
ca [Z scabaa, abcc IZ scc und bca IZ sbac.

Fir u Cs v sagen wir ,,u ist Suffix von v*.

Intuitiv heiBt u C5 v, dass das Wort u am Ende von v vorkommt.
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Eigenschaften der Suffixrelation

Fir die Suffixrelation Cs gilt:

1.

6.

Diese Aussagen werden in den nichsten 6 Folien gezeigt.

AR

ist reflexiv.

ist nicht symmetrisch.
ist nicht asymmetrisch.
ist antisymmetrisch.
ist nicht total.

ist transitiv.
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1. Cs ist reflexiv.

Zu zeigen ist:
VaeX*:als a.

Beweis:
Sei a € ¥* ein beliebiges Wort.
— a = €a.
— Es gibt also ein Wort w € ¥* mit a = wa, ndmlich w = e.
— al;a
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2. L ist nicht symmetrisch.

Zu zeigen ist:
Jda,be¥X*:alsbund b[Z ;a.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei Worter a, b € ¥* gesucht, fiir die a Cs b und b £ sa
gelten, z.B. ¥ = {x,y}, a=y und b = xy. |
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3. Cs ist nicht asymmetrisch.

Zu zeigen ist:
da,beX*:als bund bLCs a.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei Worter a, b € * gesucht, fiir die aCs b und b C; a
gelten, z.B. X = {x,y}, a= xy und b= xy. |
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4. Cs ist antisymmetrisch.

Zu zeigen ist:
Va,beX*:(aCsbund bCsa) = a=b.
Beweis:

Seien a, b € ¥* beliebige Worter mit a C5 b und b C; a.
= Es gibt Worter wy, wo, € X* mit b= wya und a = wyb.
— Durch Einsetzen von b = wja in a = wy b erhalten wir:

a = Wowia.

— w; und w» miissen beide leer sein.
— b=-<caund a = ¢b.
— a=b.

d
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5. L ist nicht total.

Zu zeigen ist:
Jda,be¥X*:alZ sbund b[Z sa.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei Worter a, b € * gesucht, fiir die alZ sb und b £ sa
gelten, z.B. X = {x,y}, a= xy und b = yx. |
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6. Cs ist transitiv.
Zu zeigen ist:
Va,b,ceX*:(aClsbund bCsc) = aL;c.

Beweis:

Seien a, b, c € L* beliebige Worter mit a =5 b und b C; c.
— Es gibt Worter wy, wp, € ¥* mit b = wya und ¢ = wyb.
— Durch Einsetzen von b = wja in ¢ = w»b erhalten wir:

C = Wowia.

— Also gibt es ein Wort w3 € X* mit ¢ = wsza (nadmlich w3 = wawy).
— alsc

d
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Teilwortrelation T

Sei X ein Alphabet und X* die Menge aller Worter liber . Fiir beliebige Worter
u,v € 2* gilt u C v genau dann, wenn es Worter wy, wp € X* gibt mit v = wyuws. In
kompakter Schreibweise heit das:

uCv <= dwm,wm el :v=wuw .
Somit ist C eine homogene Relation liber ¥*.

Beispiele
Fir ¥ = {a, b, ¢} gilt beispielsweise ab T acabca, € C acc und baa C baa, aber
ca I acba, cbac [Z ab und acbc IZ bcac.

Fir u C v sagen wir ,u ist Teilwort von v".

Intuitiv heiBt v C v, dass das Wort v irgendwo in v vorkommt.
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Eigenschaften der Teilwortrelation

Fir die Teilwortrelation C gilt:

1.

A T o

1M

AT A

ist reflexiv.

ist nicht symmetrisch.
ist nicht asymmetrisch.
ist antisymmetrisch.
ist nicht total.

ist transitiv.
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1. C ist reflexiv.

Zu zeigen ist:
VaeX*:al a

Beweis:
Sei a € ¥* ein beliebiges Wort.
— a = €ae.
—> Es gibt also Worter wy, wpo € ¥* mit a = wyaws, ndmlich wy = € und wp = €.
— al a
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2. L ist nicht symmetrisch.

Zu zeigen ist:
Jda,beX*:aC bund b[Z a.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei Worter a, b € * gesucht, fir dieaC bund b[Z a
gelten, z.B. ¥ = {x,y}, a= xy und b = xxyy. |
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3. C ist nicht asymmetrisch.

Zu zeigen ist:
da,beYX*:aC bund bC a.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei Worter a, b € * gesucht, fir dieaC bund bC a
gelten, z.B. X = {x,y}, a= xy und b = xy. |
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4. C ist antisymmetrisch.

Zu zeigen ist:
Va,beX*:(aCbund bC a) = a=b.

Beweis:

Seien a, b € ¥* beliebige Worter mit aC b und b C a.
= Es gibt Worter wy, wo, w3, wy € ¥* mit b = wyaw, und a = wabwy.
— Durch Einsetzen von b = wjaw, in a = wszbwy erhalten wir:

a = W3wiaw,Wjy.

wy, W, ws und wy miissen alle leer sein.
b = €ae und a = ebe.
a=b.

Ll

d
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5. C ist nicht total.

Zu zeigen ist:
Ja,beX*:alZbund b[Z a.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei Worter a, b € * gesucht, fir diealZ bund b[Z a
gelten, z.B. X = {x,y}, a= xy und b = yx. |

188 /1411



6. C ist transitiv.

Zu zeigen ist:
Va,b,ceX*:(aCbund bC¢c)= aCc.

Beweis:

Seien a, b, c € ¥* beliebige Worter mit a C b und b C c.
= Es gibt Worter wy, wo, w3, wy € * mit b = wyaws und ¢ = wibwy.
— Durch Einsetzen von b = wjaw, in ¢ = wsbw, erhalten wir:

C = W3wipaworWy.
= Also gibt es Worter ws, wg € £* mit ¢ = wsaws (namlich ws = wswy und

We = WoWy).
= alc

|
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Wortlangenrelation ||

Sei X ein Alphabet und X* die Menge aller Worter liber 2. Fiir beliebige Worter
u,v € * gilt u || v genau dann, wenn u und v dieselbe Lange haben. In kompakter
Schreibweise heiBt das:

ullv <= |ul=]|v|.

Auch || ist also eine homogene Relation tber X*.

Beispiele

Fir ¥ = {a, b, ¢} gilt beispielsweise ab || bc, b || ¢ und abc || bee, aber ab }f bac,
cb }f ¢ und ac Jf bcac.

Firr u || v sagen wir ,u und v sind gleich lang".
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Eigenschaften der Wortlangenrelation

Fir die Wortlangenrelation || gilt:

1.

AR

6.

Diese Aussagen werden in den nichsten 6 Folien gezeigt.

|| ist reflexiv.

|| ist symmetrisch.

|| ist nicht asymmetrisch.

|| ist nicht antisymmetrisch.
|| ist nicht total.

|| ist transitiv.

191/1411



1. || ist reflexiv.

Zu zeigen ist:
VaeX*:a a

Beweis:

Sei a € X* ein beliebiges Wort.
— [a| = al.
= al a
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2. || ist symmetrisch.

Zu zeigen ist:
Va,beX*:al[b=b] a.

Beweis:
Seien a, b € X* beliebige Worter mit a || b.
= |a| = |b].
= |b| =a|.
= b a
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3. || ist nicht asymmetrisch.

Zu zeigen ist:
da,beX*:a| bund b a.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei Worter a, b € ¥* gesucht, fir die a| bund b || a
gelten, z.B. X = {x,y}, a= xy und b = xy. |
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4. || ist nicht antisymmetrisch.

Zu zeigen ist:
da,beX*:a| b,b| aund a#b.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei Woérter a, b € ¥* gesucht, fiir die a || b, b || a und
a# b gelten, zB. ¥ = {x,y}, a=xxund b = yy. |
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5. || ist nicht total.

Zu zeigen ist:
da,beX*:ajbund b} a.

Beweis:

Als Gegenbeispiel sind zwei Worter a, b € ¥* gesucht, fir die alf bund b }f a
gelten, z.B. X = {x,y}, a= x und b = yyy. |
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6. | ist transitiv.

Zu zeigen ist:
Va,b,ceX*:(a||bund bl c)= al c.

Beweis:
Seien a, b, c € ¥* beliebige Worter mit a || b und b || c.
= |a| = |b| und |b| = |c|.

= |a| = |b| = [c|.
= |a| = el.
= ac
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Wenn man selber entscheiden muss, ob eine Eigenschaft gilt oder nicht, dann sollte
man sich die Relation (bzw. einen Teil davon) graphisch vorstellen und die Tricks auf
Folien 132 und 133 benutzen.
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Quizfragen

Sei > eine homogene Relation (iber Zahlenpaare aus Z x Z mit

(a,b) <1 (c,d) <= a-d=b-c

fur alle a, b, c,d € Z.

1.

Ist < reflexiv?

2. st > symmetrisch?
3.
4
5

Ist >1 asymmetrisch?

. Ist > antisymmetrisch?
. Ist > total?
6.

Ist > transitiv?

Beweise deine Antworten!
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Antworten

1. < ist reflexiv.
Seien a, b € Z beliebige ganze Zahlen.
= a-b=b-a
= (a, b) 1 (a, b).

O
2. >4 ist symmetrisch.
Seien a, b, ¢, d € Z beliebige ganze Zahlen mit (a, b) < (c, d).
= a-d=b-c
= c-b=a-d.
= (c,d)=(a, b)
O
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3. i ist nicht asymmetrisch.

Als Gegenbeispiel sind ganze Zahlen a, b, c,d € Z gesucht, fir die (a, b) > (c, d)
und (c,d) > (a, b) gelten, z.B. a=1,b=2,c=2und d = 4. O

4. > ist nicht antisymmetrisch.

Als Gegenbeispiel sind ganze Zahlen a, b, ¢, d € Z gesucht, fir die (a, b) < (c, d),
(c,d)r<(a,b) und (a,b) # (c,d) gelten, zB.a=1,b=2,c=2undd=4. O
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5. i ist nicht total.

Als Gegenbeispiel sind ganze Zahlen a, b, c,d € Z gesucht, fir die (a, b) %4 (c, d)
und (c,d) 4 (a, b) gelten, zB. a=1, b=2, c=3 und d = 4. O
6. Dx ist transitiv.
Seien a, b, c,d, e, f € Z beliebige ganze Zahlen mit (a, b) < (¢, d) und
(c,d) (e, 1).
— Esgilta-d=b-cundc-f=d-e.
= Durch Gleichsetzen erhalten wir:

a-d-c-f=b-c-d-e.

—— Kiirzen von c - d auf beiden Seiten liefert: a-f = b - e.
— (a,b) < (e, f).

d
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Knifflige Quizfragen
Sei ! eine homogene Relation iiber den ganzen Zahlen Z mit
xly <= 3JkecZ:y>=k-x

fur alle x,y € Z.

1. Ist  reflexiv?

2. st ¢ symmetrisch?

3. Ist : asymmetrisch?

4. Ist ! antisymmetrisch?

5. Ist ? total?

6. Ist ¢ transitiv?
Beweise deine Antworten!
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Antworten

1. 0 ist reflexiv.

Sei a € Z eine beliebige ganze Zahl.
— Es gibt ein k € Z mit a® = k- a, namlich k = a.

2. 0 ist nicht symmetrisch.

Als Gegenbeispiel sind ganze Zahlen a, b € Z gesucht, fiir die a1 b und b fa
gelten, z.B. a=4 und b = 6. a

3. Qist nicht asymmetrisch.

Als Gegenbeispiel sind ganze Zahlen a, b € Z gesucht, fiir die a¢ b und bl a
gelten, z.B. a=2 und b =4. O
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4. st nicht antisymmetrisch.

Als Gegenbeispiel sind ganze Zahlen a, b € Z gesucht, fiir die at b, blaund a# b
gelten, z.B. a=2 und b =4. O

5. st nicht total.

Als Gegenbeispiel sind ganze Zahlen a, b € Z gesucht, fiir die a /b und b fa

gelten, z.B. a=2 und b = 3. O
6. ¢ ist nicht transitiv. Als Gegenbeispiel sind ganze Zahlen a, b, ¢ € Z gesucht, fir
die al b, bl c und a Jc gelten, z.B. a=8, b=4 und c = 2. O
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.2. Relationen und Abbildungen

2.2.4. Relationenprodukt
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Relationenprodukt

Seien A, B und C drei Mengen, R eine Relation iiber A und B und S eine Relation
iber B und C. Dann gilt:

RoS:={(a,c)c Ax C|3be B:(a,b) € Rund (b,c) € 5}
R o § ist dann eine Relation tiber A und C.

Damit R o S definiert ist muss R C Ax Bund S C B x C gelten!
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Beispiel
Gegeben seien Mengen A = {1,2}, B = {3,4} und C = {5,6} und Relationen

R = {(1,3),(1,4),(2,3)} uber A und B und
S = {(3,5),(4,5),(4,6)} uber B und C.
Dann folgt fiir Ro S:
| (3,5) (4,5) (4,6)
(1,3) | (1,5)
(1,4) (1,5) (1,6)
(2,3) | (2,5)

Nach der Entfernung von Duplikaten erhalten wir:

RoS={(1,5),(1,6),(25)).
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Graphisch:
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Folgende Intuition kann hilfreich sein: Kommt man im Graph von R in einem
Schritt von a nach b und im Graph von S in einem Schritt von b nach ¢, dann
kommt man im Graph von Ro S in einem Schritt von a nach c.

Statt R o S schreibt man oft nur RS, was aber gefahrlich ist, weil man es mit der
Konkatenation aus Folie 72 verwechseln kann.

Das Relationenprodukt ist assoziativ. Fiir beliebige Relationen R, S, T gilt

namlich:
(RoS)oT =Ro(SoT).

Aus diesem Grund lassen wir oft einfach die Klammern weg.
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Quizfrage
Gegeben seien Mengen A ={1,2,3} und B = {4,5,6} und Relationen

R
S

{(1,4),(1,5),(2,4),(3,6)} uber A und B und
{(4,2),(5,2),(5,3),(6,1)} uber B und A.

1. Wie sieht Ro S aus?
2. Wie sieht So R aus?
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Antworten

1. RoS=1{(1,2),(1,3),(2,2),(3,1)}.
\(4,2) (5,2) (5,3) (6,1)
(1,4) | (1,2)
(1,5) (1,2) (L,3)
(2,4) | (2,2)
(3,6) (3,1)
2. So R =1{(4,4),(5,4),(5,6),(6,4),(6,5)}.
\(1,4) (1,5) (2,4) (3,6)
(4,2) (4,4)
(5,2) (5,4)
(5,3) (5,6)
(6,1) | (6,4) (6,5)
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Komposition von Relationen

Sei R eine homogene Relation iiber einer Menge A. Dann gilt fiir ein beliebiges n € Ny:

RO = {(x,x)|x€e A} = ida
Rn+1 — R'0R

Aus dieser Definition und idgoR = R = R o id4 folgt sofort:

R'=R°0 R =idpoR = R.
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Beispiel
Fir eine beliebige homogene Relation R gilt:

R*=RoR
=(R?cR)oR
=((R'oR)oR)oR
=((RoR)oR)oR.

Aufgrung der Assoziativitat des Relationenprodukts schreiben wir oft auch einfach:

R*=RoRoRoR.
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Aus dieser formalen Definition von R” folgt, zusammen mit der Assoziativitat des
Relationenprodukts, die etwas intuitivere Variante:

R"=RoRo...oR.
—_—

n mal
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Graphische Bedeutung
Intuitiv enthalt R" alle Abkirzungen fiir Wege der Lange genau n in der graphischen
Darstellung von R. Es gilt namlich:

R® = {(a,b) € Ax Ala= b}
R"={(a,b) e Ax A|l3x1,...,xnp—1 € M : (a,x1), (x1,%2),...,(Xn—1,b) € R}

D.h., falls der Graph von R folgende Kanten enthalt:

a— X1 —Xp—>...—>X,_1 —> b,

Weg der Lange n von a nach b in R
dann enthélt der Graph von R" die Kante

a—b
N—_——

Kante von a nach b in R"

X1,...,Xp—1, @ und b miissen nicht unbedingt alle verschieden sein!
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Beispiel
Sei R eine homogene Relation iber [4] mit

R={(1,1),(2,4),(4,1),(4,3)}.

Die Graphische Darstellungen von R~ R R, R? und R3 sind:

R-1 RO R R?
O O O O
1 1 1 1
oo L/
/N /N
2 3 2 3y 2 3 2 — 3

R* R° RS, ... gleichen alle R3.
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Hiillen von Relationen

Sei R eine homogene Relation iiber einer Menge A. Die reflexive Hiille R"™f von R ist
die kleinste Relation, die R enthalt und reflexiv ist. Es muss gelten:

(1) R C Rref,
(2) R'*f reflexiv und

(3) VRFCAxA:(RC R und R reflexiv. = R™f C R')

Analog sind die symmetrische Hiille R%Y™, die transitive Hiille RT und die reflexive

transitive Hille R* definiert.

Die Definitionen sind aber fiir uns kaum wichtig. Wichtig ist, wie man die Hillen

berechnet. Hierfiir gibt es folgende Formeln:

Rref —
RSYm  —
Rt
R* =

ROUR,
RUR™1,
RUR?URSUR*U... = UZ R,
ROURUR?UR3UR*U... = U R
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Beispiel
Sei R wieder die homogene Relation iiber [5] aus Folie 217 mit

R = {(17 1)7 (2, 4)7 (37 5)7 (47 1), (47 3)}

Die Graphische Darstellung von R, Rref RYM™ R+ und R* sind:

i ‘) 4 ;)

S
/' \ /' \ AN /' \
2 3 62 3\7 2 3 2—3

R*

O
1

g
/N
(;2 — 3\:)
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Buntes Beispiel
Sei R ={(1,3),(2,4),(4,1)} eine homogene Relation iiber [4]. Dann gilt:

R~1 RO ) R R? R3
2 2 2 2 2
1 (17 / 1 i 1\,
27T
4 3 A 34 4 3 4,3 4 3
Wegen R* = R> = RS = ... = () gilt fiir die Hiillen:
Rref O Rsym R*

O
2 2 2 2
/5 /: /i\ ?
N Y i N

614 3\9 4 V?) G4V3\D
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Quizfrage

Sei R eine homogene Relation iber [4] mit

R =1{(1,2),(1,3),(2,4),(3,4),(4,1)}.

Wie sehen R™f, RY™ R* und R* graphisch aus?
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Antwort

Aus
R™1 RO R
1 1 1
AN PN
2\}1/3 Gz, 39 2\1/3
O
und Rl — R2 — R — RSB —
RO - R3 = R = RO —
R = R* = RT = RV =
folgt:
Rref (? Rsym ) R+, R* ?
N 722NN 22
(;2\1/35 2‘1‘4)4//,3 (;2‘1‘4)4//.35
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Quizfrage

Wieso gibt es keine asymmetrische, antisymmetrische oder totale Hiillen?
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Antwort

Weil sie keinen Sinn machen wiirden!
» Eine Relation, die nicht asymmetrisch (bzw. nicht antisymmetrisch) ist, kann
durch das Hinzufiigen von Tupeln nicht asymmetrisch (bzw. antisymmetrisch)

gemacht werden.
» Fir eine nicht totale Relation R gibt es mehrere totale Relationen, die R
enthalten und minimal wéren.
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Themenubersicht
2. Grundlagen

2.2. Relationen und Abbildungen

2.2.5. Aquivalenzrelationen
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Aquivalenzrelationen
Seien A eine Menge und R eine homogene Relation tber A. Dann gilt:

R Aquivalenzrelation :<=> R reflexiv, symmetrisch und transitiv

Diese Definition schlieBt nicht aus, dass R mehr als diese drei Eigenschaften besitzen
kann.
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Beispiele
» Die Gleichheitsrelation = (bzw. id4) lber einer beliebigen Menge A ist eine
Aquivalenzrelation iiber A.
» Das kartesische Produkt A x A ist fiir jede Menge A eine Aquivalenzrelation.

» Die Kongruenzrelation =, modulo n ist eine Aquivalenzrelation iiber Z (s. Folie
159).

» Die Wortlangenrelation || ist fiir jedes Alphabet ¥ eine Aquivalenzrelation iiber ©*
(s. Folie 191).
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Aquivalenzrelation und Partitionen

Jede Aquivalenzrelation R iiber einer Grundmenge A entspricht genau einer Partition P
von A. Die Klassen in P heiBen dann Aquivalenzklassen. Und es gilt fiir alle a, b € A:

(a,b) € R <= in Psind aund b in der selben Aquivalenzklasse

Innerhalb einer Aquivalenzklasse steht also jedes Element mit jedem anderen in
Relation. Dagegen stehen zwei Elemente aus verschiedenen Aquivalenzklassen nie in
Relation.

Die Zuordnung ist eindeutig, so dass jede Aquivalenzrelation genau eine Partition

induziert und jede Partition genau eine Aquivalenzrelation. Somit gibt es beispielsweise
so viele Aquivalenzrelationen, wie es Partitionen der Grundmenge A gibt.
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Beispiel
Sei R folgende Aquivalenzrelation iiber der Grundmenge [7]:

DD
/ »/ C4 . 9
G \\//
G 6
R induziert die 4-Partition

P ={{1,3},{2},{4,5,7},{6}}
der Menge [7].
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Quizfragen

Gegeben seien folgende Aquivalenzrelationen Ry, ..., Rs liber [4]:
1. Rt ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(4,4)},
2. R ={(1,1),(1,4),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3),(4,1), (4,4)},
3. R ={(1,1),(1,3),(1,4),(2,2),(3,1),(3,3),(3,4),(4,1),(4,3),(4,4)},

4. Ry =[4] x [4],
Welche Partition P; von [4] wird durch R; induziert?
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Antworten

LoPr={{1,2}, {3}, {4}}.
2. Py ={{1,4},{2,3}}.

3. Py ={{1,3,4},{2}}

4. Py={{1,2,3,4}}.

5 Ps={{1}, {2}, {3}, {4}}.
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Beispiel
Sei ¥ = {a, b, c} ein Alphabet und L C X* eine Sprache mit

L ={e a,b,c,ab,ac, bc,abc}.
Die Einschrankung der Wortlangenrelation || auf L induziert folgende Partition P von L:

P = {{e},{a, b, c},{ab, ac, bc},{abc}}.
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Quizfrage
Sei ¥ = {a, b} ein Alphabet und L C ¥* eine Sprache mit

L ={e, a, b, aa, ab, bb, aaa, aab, abb, bbb}.

Wie wird L durch die Einschrankung der Wortlangenrelation || auf L partitioniert?
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Antwort

Die Einschrankung der Wortlangenrelation || auf L induziert folgende Partition P von L:

P = {{e},{a, b},{aa, ab, bb},{aaa, aab, abb, bbb}}.
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Beispiel
Die Einschrankung der Kongruenzrelation modulo 4 =4 auf [12] induziert folgende
Partition P von [12]:

P = {{1,5,9},{2,6,10},{3,7,11}, {4,8,12}}.
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Quizfrage

Wie wird [9] durch die Einschrankung der Kongruenzrelation modulo 3 =3 auf [9]
partitioniert?
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Antwort
Die Einschrankung von =3 auf [9] induziert folgende Partition P von [9]:

P ={{1,4,7},{2,5.8},{3.6,9}}.
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Beispiel
Es gibt genau zwei verschiedene Aquivalenzrelationen iiber [2], weil die Menge [2] auf
genau zwei verschiedene Weisen partitioniert werden kann:

’ Partitionen ‘ Aquivalenzrelationen ‘

P = {{1}7 {2}} Ry = {(17 1)7 (272)}
P> = {{1a2}} Ry = {(L1)?(1’2)7(271)a(272)}
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Quizfrage

Wie viele verschiedene Aquivalenzrelationen gibt es iiber [3]?
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Antwort

Es gibt 5 verschiedene Partitionen der Menge [3]. Somit sind das auch genau 5

Aquivalenzrelationen:

’ Partitionen

| Aquivalenzrelationen

Py = {{1},{2}.{3}}
Py = {{1,2},{3}}
P3 = {{1a3}a {2}}
Py = {{1},{2,3}}
Ps = {{1a2’3}}

R = {(17 1)7 (27 2)>
Ry = {(17 1)7 (272 )
Ry ={(1,1),(2,2
Ry ={(1,1),(2,2),
Rs ={(1,1),(2,2
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Quizfragen

Sei I eine Aquivalenzrelation iiber Zahlenpaare aus Z x Z mit
(a,b)I(c,d) <= a+b=c+d

fur alle a, b, c,d € Z.
1. Wieso ist § reflexiv?
2. Wieso ist I symmetrisch?
3. Wieso ist I transitiv?
4. Welche Partition P der Menge [3] x [3] wird durch die Einschrankung von § auf
[3] x [3] induziert?

Hinweis: Bei den ersten drei Fragen sind Beweise verlangt.

241 /1411



Antworten

1. Seien a, b € Z beliebige ganze Zahlen.
= Wegen a+ b= a+ b gilt auch (a, b) i (a, b).
O
2. Seien a, b, c,d € Z beliebige ganze Zahlen mit (a, b) 1 (c, d).
= a+b=c+d.
—> c+d=a+b.
= (c,d) 1 (a,b).
O
3. Seien a, b, c,d, e, f € Z beliebige ganze Zahlen mit (a, b) 1 (¢, d) und (¢, d) 1 (e, f).
—> a+b=c+dundc+d=e+Tf.
— at+b=e+f.
= (a,b) i (e, f).
O

4P ={(11}{(1,2),(2,1)}{(1,3),(2,2),(3,1)},{(2,3),(3,2)}, {(3,3)} }.
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.2. Relationen und Abbildungen

2.2.6. Partielle Ordnungen
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Partielle Ordnungen
Seien A eine Menge und R eine homogene Relation tber A. Dann gilt:

R partielle Ordnung :<= R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv

Eine totale Ordnung ist eine partielle Ordnung, die zusatzlich total ist.

Wie bei der Aquivalenzrelation, schlieBt diese Definition nicht aus, dass R mehr als
diese drei Eigenschaften besitzen kann.
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Beispiele

>

Die Gleichheitsrelation = (bzw. id4) tber einer beliebigen Menge A ist eine
partielle Ordnung tber A.

< ist eine totale Ordnung iiber Z.
Fiir jede Menge A ist C eine partielle Ordnung tber P(A).
Die Einschrankung von | auf Ny ist eine partielle Ordnung (s. Folie 151).

Fir jedes Alphabet X sind die Relationen Cp, Cs und T partielle Ordnungen (s.
Folien 167, 175 und 183).
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Partielle Ordnungen und Hasse-Diagramme

Jeder partiellen Ordnung R iiber einer Menge A kann man ein eindeutiges
Hasse-Diagramm zuordnen und umgekehrt. Man entfernt hierzu alle reflexiven und
transitiven Tupel von R und definiert das Ergebnis als Relation H:

H={(a,b) e Rla#bund Zx € A:(a,x) € Rund (x,b) € R}

Das Hasse-Diagramm ist dann die graphische Darstellung von H, in der die Elemente
so angeordnet sind, dass alle Pfeile von unten nach oben zeigen.

Figt man einem Hasse-Diagramm H alle reflexive und transitive Tupel hinzu, so
bekommt man die entsprechende partielle Ordnung R. Formal ist R also die reflexive
transitive Hille von H, d.h.: R = H*.
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Mit Hasse-Diagrammen lassen sich Hierarchien graphisch darstellen. Jedes
Element zeigt auf seinen direkten Vorgesetzten.

Ein Hasse-Diagramm muss nicht notwendigerweise zusammenhangend sein! Es
kann aus mehreren Teilen bestehen, die nicht miteinander verbunden sind.

Weil die Richtung der Pfeile durch die Anordnung der Knoten bestimmt wird,
konnen die Pfeilspitzen auch weggelassen werden.
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Beispiel {(1,1),...,(7,7)}
Sei R mit a
R =idy U {(2,1), (4,3),(4,5), (4,6),(4,7),(6,3),(6,7)}

eine partielle Ordnung tber [5].

R kann wie folgt durch das Hasse-Diagramm H graphisch dargestellt werden.

-~ A
ol e—2

- 7 3
O \ /

- 6 5
N '\4/‘ f

R H

H entspricht genau R ohne transitive und reflexive Tupel (gestrichelte Pfeile).
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Minimale und Maximale Elemente
Seien A eine Menge und R eine partielle Ordnung liber A. Dann gilt fiir alle a, b € A:

a minimal <= (Vx€ A:(x,a) e R= x=a)
b maximal <= (Vye€A:(b,y) e R=y=0>b)

Falls (a, b) € R fiir a # b gilt, dann sagen wir ,,a ist kleiner als b* bzw. ,b ist groBer
als a", analog zur partiellen Ordnung <.

Intuitiv ist ein Element
, falls es in keinem Tupel rechts von einem anderen Element steht und
, falls es in keinem Tupel links von einem anderen Element steht.

Wenn a kleiner als b ist, dann muss b im Hasse-Diagramm Ulber a gezeichnet werden!
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Quizfragen

Gegeben seien folgende partielle Ordnungen iber [4]:
1. Ri ={(1,1),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4),(3,1),(3,3),(3,4),(4,4)},
2. R ={(1,1),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4), (4,4)},
3. Rs={(1,1),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(4,3),(4,4)}.

Wie sieht das Hasse-Diagramm H; zu jeder partiellen Ordnung R; aus? Welche
Elemente sind minimal? Welche maximal?
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Antworten

Hi : 4 H,: 1 4 Hs : 3
1 1 4
2 3 2 3 2
minimal: 2 und 3 minimal: 2 und 3 minimal: 2
maximal: 4 maximal: 1 und 4 maximal: 3
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Beispiel
Die Einschrankung der Teilmengenrelation C auf P([2]) kann durch folgendes
Hasse-Diagramm H graphisch dargestellt werden:

H : {1,2}

{1}/ \{2}
N/

0

() ist das einzige minimale Element und {1,2} das einzige maximale.
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Quizfrage

Wie sieht das Hasse-Diagramm H zur Einschrankung der Teilmengenrelation C auf
P([3]) aus?
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Antwort

Hasse-Diagramm H zu C:

() ist das einzige minimale Element und {1,2,3} das einzige maximale.

{1,2,3}

/1IN

{1,2}  {1,3} {2,3}

| XK

{1} 2 {3}

N
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Beispiel
Sei A={1,2,3,5,6,10,15,30}. Die Einschrankung der Teilbarkeitsrelation | auf A
kann durch folgendes Hasse-Diagramm H graphisch dargestellt werden:

15/1\
X X]
N

1

H :

1 ist das einzige minimale Element und 30 das einzige maximale.
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Quizfragen

1. Wie sieht das Hasse-Diagramm H zur Einschrankung der Teilbarkeitsrelation | auf
[12] aus?

2. Wie wiirde das Hasse-Diagramm aus 1. aussehen, wenn man die 0
mitberlicksichtigen wiirde?
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Antworten

—
—

AN

o+ Ne—0ve—me—r—
\K'A-Tn/_&
o
— o

o

—
—

%”%W
8V4V2&
/

o
— o
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Beispiel
Sei ¥ = {a, b, c} ein Alphabet und L C ¥* mit

L ={e, a, b, ab, ba, aba}.

Die Einschrankung der Teilwortrelation C auf L kann durch folgendes Hasse-Diagramm
H graphisch dargestellt werden:

H: ab/aba\ba
| ><
\

€ ist das einzige minimale Element und aba das einzige maximale.
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Quizfrage
Sei ¥ = {a, b, c} ein Alphabet und L C ¥* mit

L ={e a,b,c,ab,bc,ca,abc, bca, abca}.

Wie sieht das Hasse-Diagramm H zur Einschrankung der Teilwortrelation T auf L aus?
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Antwort

Hasse-Diagramm H:

€ ist das einzige minimale Element und abca das einzige maximale.
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Beispiel
Es gibt genau 3 verschiedene Hasse-Diagramme Hi, Ho, Hs tiber [2]:

Hy - H - Hs :

= — N

1
|
2

Jedes Hasse-Diagramm H; stellt genau eine partielle Ordnung R; dar. Es gibt also
genau 3 partielle Ordnungen ber [2]:

Rl = {(171)7(272)}7 R2 - {(171)7(271)7(272)}7 R3 - {(171)7(172)7(272)}'
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Quizfrage

Wie viele verschiedene partielle Ordnungen gibt es iiber der Grundmenge [3]?

Hinweis: Es reicht alle moglichen Hasse-Diagramme zu finden. Zu jedem
Hasse-Diagramm H ist ndmlich R = H* die entsprechende partielle Ordnung.
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Antwort
Es gibt 19 verschiedene Hasse-Diagramme (und somit auch genau 19 partielle
Ordnungen) uber [3]:

> eins, in dem alle 3 Elemente minimal und maximal sind:

Hli 1 2 3

» sechs, in denen ein Element minimal, eins maximal und eins beides ist:

H - Hy -

263 /1411



» sechs, in denen ein Element minimal ist, eins maximal und eins beides:

Hg 1 Hg D1 H10 2 H11 2 H12 03 H13 03
T T T T T T
2 3 1 3 1 2
T T T T T T
3 2 3 1 2 1
» drei, in denen ein Element maximal ist und zwei minimal:
H14 . 1 H15 . 2 H16 . 3
7N 7N 7N
2 3 1 3 1 2
» drei, in denen ein Element minimal ist und zwei maximal:
Hiz: 2 3 Hig: 1 3 Hio: 1 2
N/ N S N/
1 2 3
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Quizfragen

Sei <5 eine partielle Ordnung Giber Zahlenpaare aus Z x Z mit
(a,b) <2 (c,d) <= a<cundb<d

fur alle a, b, c,d € Z.
1. Wieso ist <5 reflexiv?
2. Wieso ist <5 antisymmetrisch?
3. Wieso ist <5 transitiv?
4. Wie sieht das Hasse-Diagramm der Einschrankung von <; auf [3] x [3]?

Hinweis: Bei den ersten drei Fragen sind Beweise verlangt.
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Antworten

1.

iy

il

Seien a, b € Z beliebige ganze Zahlen.
Wegen a < a und b < b gilt auch (a, b) <5 (a, b).

O
Seien a, b, c,d € Z beliebige ganze Zahlen mit (a, b) <, (c,d) und (c,d) <5 (a, b).
a<c, b<d, c<aundd<b.
a=cund b=d.
(a, b) = (c, d).

Seien a, b, c,d, e, f € Z beliebige ganze Zahlen mit (a, b) <, (¢, d) und
(c,d) <5 (e, 1).
a<c, b<d c<eundd<f.
a<c<eund b<d<f.
a<eund b< f.
(a,b) <5 (e, 1).
O
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4. Hasse-Diagramm H zur Einschrankung von <5 auf [3] x [3]:

H: (3,3)
AN
(2,3) (3,2)
/ NS \
(1,3) (2,2) (3,1)
N SN S
(1,2) (2,1)
NS
(1,1)

(1,1) ist das einzige minimale Element und (3, 3) das einzige maximale.
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Quizfragen

Gegeben seien folgende totale Ordnungen dber [3]:
1. Rt ={(1,1),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2),(3,3)},
2. R ={(1,1),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,3)},
3. R3={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(3,2),(3,3)}.

Wie sieht das Hasse-Diagramm H; zu jeder totalen Ordnung R; aus?
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Antworten

Hi : Ha : Hs :

wW—N—
N— = — W
R—w—N
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Quizfrage

Wie sieht das Hasse-Diagramm H zur Einschrankung der Kleiner-gleich-Relation < auf
[5] aus?
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Antwort

H—DN—W— »— O
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Quizfrage

Wie viele totale Ordnungen gibt es iiber [6]?
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Antwort

So viele wie die Anzahl der Moglichkeiten 6 verschiedene Objekte in eine Reihe zu
ordnen:
6-5-4-3-2-1=720
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.2. Relationen und Abbildungen

2.2.7. Zahlen von Relationen
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Zahlen von Relationen

Sei n > 1. Wir betrachten homogene Relationen lber einer n-elementigen Menge A.

Um die Anzahl an Relationen mit gegebenen Eigenschaften zu bestimmen, betrachtet
man die Tabelle aus Folie 132:

o @ b Clasbl Caebil feibil
reflexiv X v v v v v
sywmedrisch v Vv v X X v
asymmedristh v X v v v X
ontisymmedrish | v v v v v X
total X X v v v

Seien dann k; € {0,1,2} die Anzahl der Hakchen (V') in der linken Hélfte der Tabelle
und k2 € {0,1,2,3,4} die Anzahl der Hakchen in der rechten Halfte. Dann ist die
gesuchte Anzahl an Relationen genau

k" k2n(n71)/2.
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Erstes Beispiel
Wir wissen, dass es insgesamt 2" Relationen gibt. Wir bestatigen das mit diesem

super coolen Trick.
Erlaubt man alle Moglichkeiten, so erhalt man mit k3 = 2 und ky = 4:

2

on . 4n(n71)/2 —on, 22n(n71)/2 —on, 2n(n71) — on, 2n27n — 2n+n27n — o
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Zweites Beispiel

Die Anzahl an reflexiven Relationen ist genau

17. 4n(n71)/2 — 4n(n71)/2 _ 22n(n71)/2 _ 22n(n71)/2 — 2n(n71)'

o @ b Clasbl Caebin feibil
reflexiv X v v v v v
sywmedrisch v Vv v X X v
asymmedristh v X v v v X
ontisymmedrisdh | v v v v X
¥otal X v X v v v
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Drittes Beispiel

Die Anzahl an symmetrischen Relationen ist genau

on ., 2n(n71)/2 — 2n+n(n71)/2 — 2n(n+1)/2‘

o @ b Clasbl Caebin feibil
reflexiv X v v v v v
sywmedrisch v Vv v X X v
asymmedristh v X v v v X
ontisymmedrisdh | v v v v X
¥otal X v X v v v
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Viertes Beispiel

Die Anzahl an asymmetrischen Relationen ist genau

17. 3n(n71)/2 — 3n(n71)/2'

o @ b Clasbl Caebin feibil
reflexiv X v v v v v
sywmedrisch v Vv v X X v
asymmedristh v X v v v X
ontisymmedrisdh | v v v v X
¥otal X v X v v v
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Fiinftes Beispiel

Die Anzahl an antisymmetrischen Relationen ist genau

on 3n(n71)/2'

o @[ b Caosbil bl Clabll
reflexiv X v v v v v
sywmedrisch v Vv v X X v
asymmedristh v X v v v X
ontisymmedrisdh | v v v v X
totol X v X v v v
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Sechstes Beispiel

Die Anzahl an totalen Relationen ist genau

17. 3n(n71)/2 — 3n(n71)/2'

o @ b Clasbl Caebin feibil
reflexiv X v v v v v
sywmedrisch v Vv v X X v
asymmedristh v X v v v X
ontisymmedrisdh | v v v v X
¥otal X v X v v v
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Transitive Relationen
Die schlechte Nachricht: Dieser Trick funktioniert leider nicht fiir transitive Relationen.

Die gute Nachricht: Das kann in der Klausur nicht abgefragt werden, weil fir die
Anzahl an transitiven Relationen noch keine abgeschlossene Formel bekannt ist ;-)

Sollte die Frage fiir ein kleines n doch vorkommen, dann kann das hier vielleicht helfen:
nn 01 2 3 4
Anzahl: 1 2 13 171 3994

Fir Neugierige:
> https://cs.uwaterloo.ca/journals/JIS/VOL7/Pfeiffer/pfeiffer6.pdf
> http://oeis.org/A006905
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Aquivalenzrelationen

Aquivalenzrelationen sind, wie transitive Relationen, auch schwer zu zihlen. Wir
wissen, dass es genau so viele Aquivalenzrelationen wie Partitionen der Grundmenge
gibt, aber leider gibt es hierfiir keine schéne Formel.

Sollte die Frage fiir ein kleines n doch vorkommen, dann kann das hier vielleicht helfen:

23 4 5 6 7 8
2 5

1
1 15 52 203 877 4140

Fir Neugierige:

> http://de.wikipedia.org/wiki/Bellsche_Zahl
> http://oeis.org/A000110
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Partielle Ordnungen
Hier ist es dhnlich wie bei Aquivalenzrelationen. Wir wissen, dass es genau so viele
partielle Ordnungen wie Hasse-Diagramme gibt, aber wir haben keine Formel dafiir.

Sollte die Frage fiir ein kleines n doch vorkommen, dann kann das hier vielleicht helfen:

3 4 5

nn 0 1
11 19 219 4231

2
Anzahl: 3

Fir Neugierige:
» http://oeis.org/A001035
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Totale Ordnungen

Bei totalen Ordnungen ist es wieder einfach. Wir wissen, dass es genau so viele totale
Ordnungen wie Hasse-Diagramme gibt, die nur aus einem ,Strang" bestehen. Die
Anzahl an totalen Ordnungen von n Elementen ist genau die Anzahl an Reihenfolgen
fir n Elementen, d.h.:

n-(n—1)-(n—=2)-...- 1
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Quizfrage

Sei M eine n-elementige Menge. Wie viele Relationen R C M x M gibt es, die
antisymmetrisch und total sind?
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Antwort

Was ist fir ein beliebiges a € M erlaubt?

» (a,a) e RV
» (a,a) ¢ R X
Es gilt also k; = 1.

Was ist fiir beliebige aber verschiedene a, b € M erlaubt?

> (a,b) € Rund (b,a) € R X

> (a,b) € Rund (b,a) ¢ RV

> (a,b) ¢ Rund (b,a) e RV

> (a,b) ¢ Rund (b,a) ¢ R X
Es gilt also k = 2.

Die Anzahl solcher Relationen ist also genau

17. 2n(n—1)/2

— 2n(n—1)/2.
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Noch eine Quizfrage

Sei M eine n-elementige Menge. Wie viele Relationen R C M x M gibt es, die
symmetrisch und asymmetrisch sind?
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Antwort
Was ist fir ein beliebiges a € M erlaubt?

> (a,3) €R X
> (a,a) ¢ RV
Es gilt also k; = 1.

Was ist fiir beliebige aber verschiedene a, b € M erlaubt?
> (a,b) € Rund (b,a) € R X
> (a,b) € Rund (b,a) ¢ R X
> (a,b) ¢ Rund (b,a) e R X
» (a,b)¢ Rund (b,a)¢ RV
Es gilt also k, = 1.

Die Anzahl solcher Relationen ist also genau

n  qn(n—1)/2 _
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Und noch eine Quizfrage

Sei M eine n-elementige Menge. Wie viele Relationen R C M x M gibt es, die
asymmetrisch und total sind?
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Antwort

Was ist fir ein beliebiges a € M erlaubt?

> (a,a) € RX
> (a,a) ¢ R X
Es gilt also k; = 0.

Was ist fiir beliebige aber verschiedene a, b € M erlaubt?

> (a,b) € Rund (b,a) € R X

» (a,b) € Rund (b,a) ¢ RV

> (a,b) ¢ Rund (b,a) e RV

> (a,b) ¢ Rund (b,a) ¢ R X
Es gilt also ky = 2.

Die Anzahl solcher Relationen ist also genau

On . 2n(n—1)/2 =0.
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Letzte Quizfrage
Sei n € N. Wie viele Relationen R C [n] x [n] gibt es, die die Eigenschaft

Vx,y €[n:(x,y) eR=x<y (1)
besitzen?

Hinweis: Intuitiv besagt (1), dass jedes Element nur zu einem groBeren Element in
Relation stehen darf (aber nicht muss).
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Antwort
Wias ist fiir ein beliebiges a € [n] erlaubt?

> (a,3) €RX
> (a,a) ¢ RV
Es gilt also k; = 1.

Wias ist fiir beliebige aber verschiedene a, b € [n] erlaubt?
> (a,b) € Rund (b,a) € R X
> (a,b) € Rund (b,a) ¢ R v/ (falls a < b) bzw. X (falls a > b)
> (a,b) ¢ Rund (b,a) € R X (falls a < b) bzw. v (falls a > b)
» (a,b)¢ Rund (b,a)¢ RV

Es gilt also k» = 2 (egal, ob a < b oder a > b).

Die Anzahl solcher Relationen ist also genau

17. 2n(n—1)/2 — 2n(n—1)/2.
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.2. Relationen und Abbildungen

2.2.8. Abbildungen
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Abbildungen

Eine Abbildung (oder Funktion) f ist eine Zuordnung zwischen zwei Mengen A und B,
so dass jedem Element a € A genau ein Element b € B zugeordnet wird. Wir schreiben
dann f(a) = b.

Eigentlich ist eine Funktion nichts anderes als eine linkstotale und rechtseindeutige
Relation f C A x B.
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Schreibweisen

1. Als Relation:
f CAx Bmit f={(a1,f(a1)), (a2, f(a2)), (a3, f(a3)),...}
2. Als Zuordnungsvorschrift:
f:A— B, ay— f(a1), aa— f(a), az — f(a3),...

3. Als Tabelle:

’ X H a1 a2 as ‘
L) [ fa) Fla) flas) ... ]

BA ist die Menge aller Funktionen von A nach B und f : A — B steht fiir f € BA,
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Wichtig!

Es ist wichtig die Vorstellung zu verwerfen, vor allem wenn man erst kiirzlich mit der
Schule fertig geworden ist, dass Funktionen nur fiir reelle Zahlen definiert sind und
mathematische Ausdriicke wie z.B. f(x) = x2, f(x) = sin(x) oder f(x) = &
beinhalten miissen. Einfache und vor allem endliche Funktion spielen bei uns eine sehr

wichtige Rolle! Beispiel einer endlichen Funktion ware f : {a, b,c} — {d, e} mit
f(a)=d, f(b)=eund f(c) =d.
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Graphische Darstellung von Funktionen

Die graphische Darstellung von Funktionen funktioniert analog zu der von Relationen.
Wichtig ist, dass bei einer Funktion f : A — B jedes Element aus A von genau einem
Pfeil verlassen wird!
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Beispiel
Die Funktion f : [4] — [4] mit

1—1 2—3 3—1 4—4
kann graphisch wie folgt dargestellt werden:

f
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Quizfrage

Wie viele verschiedene Funktionen f : [4] — [3] gibt es?
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Antwort
Fiir jedes der 4 Elemente in [4] gibt es 3 Abbildungsmaglichkeiten in [3]. D.h. fiir jedes

(x1, %2, x3, %) € [3]*

ist
1#—>X1, 2*—>X2, 3b—>X3, 4 xq

eine mégliche Funktion. Es gibt also |[3]*| = 3* = 81 verschiedene Funktionen.
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Fiir die Menge BA aller Funktionen f : A — B gilt im Allgemeinen:
‘BA’ = |B|IAl.

Daher kommt auch die seltsame Notation BA.

302 /1411



Bild und Urbild einer Funktion
Sei f : A — B eine Funktion.

» f(a) ist das Bild des Elements a € A
» Das Urbild f~1(b) eines Elements b € B ist definiert als:

f~H(b) ={ac A|f(a) = b}.
» Das Bild f(A’) einer Menge A’ C A ist:

F(A) = U {f(a)}

acA’

» Das Urbild f~1(B’) einer Menge B’ C B ist:

FH(B) = |J FH(b).

beB’
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Intuitiv wendet man bei f(A’) f auf jedes Element von A" an.

Intuitiv wendet man bei f~1(B’), analog zu f(A’), f~! auf jedes Element von B’
an.

f~1 ist bei uns nicht die Umkehrfunktion, sondern die Urbildmenge!

Es gilt immer:
x€fYB) < f(x)eB .
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Beispiel
Sei f: A — B wieder folgende Funktion:
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Sei f: A — B wieder folgende Funktion:

Die Urbilder aller Elemente b € B sind:
(1) ={1,3}, 12 =0, F13)={2}, f1(4)={4}.
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Sei f: A — B wieder folgende Funktion:

Die Bilder einiger Mengen A’ C A sind:
f(@) = @7 f({l}) = {1}7 f({374}) = {174}7 f({17273}) = {173}'
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Sei f: A — B wieder folgende Funktion:

Die Urbilder einiger Mengen B’ C B sind:
FPHO) =0, {1 =113}, ({2 =0, F1({14})={1,3,4}
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Quizfrage

Welche der folgenden Aussagen gelten fiir beliebige Funktionen f : A — B und alle
Mengen X C A Y C B?

[FXO < X, I Y],
[F(X)] = [XI, Y=Y,
[F(XO1 = X, FAY) =Y.
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Antwort

Im Allgemeinen gilt nur:
[F(X)] < |X].
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Eigenschaften von Funktionen
Sei f: A — B. Dann gilt:

f injektiv <= Vb€ B:|f }(b)| <1

f surjektiv <= Vb€ B:|f~}(b)]>1
f bijektiv <= Vbe B:|f}(b)=1

Fir Beweise sind folgende aquivalente Aussagen sehr nitzlich:

f <~ (\V/al, anEA: f(al) = f(az) — a1 = 32)
f < VbeB:JacA:f(a)=b
f <= f injektiv und surjektiv
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Graphische Bedeutung

mjekhy suryekhy bijelby
Tedes Eloment aus B | Teden Elewacnt oms B | Jeoles Elewmtnt oms B
wirk moxiwmad 4 wal | wirl  windoelus 4 mal | widd gtman A wal
Jeboffen’. o phoffen’ Ww»ﬂm
+ +
A B A B

Coole Eselsbriicken:

injektiv. ~
surjektiv. ~»

inferior
superior ~» mehr

~> weniger

~> 1 oder weniger
~> 1 oder mehr
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Beispiel
Sei f: A — B wieder folgende Funktion:

» f ist nicht injektiv, da |[f~1(1)| = [{1,3}| = 2.
» f ist nicht surjektiv, da |f~1(2)| = |0] = 0.
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Quizfrage

Welche Eigenschaften besitzen folgende Funktionen?
f3: fa:
T | [ =2
=
A B A B
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Antwort

2

A B A B

v

f1 ist nicht injektiv und nicht surjektiv.

v

fp ist injektiv und surjektiv (also bijektiv).

v

f3 ist surjektiv und nicht injektiv.

v

fa ist injektiv und nicht surjektiv.
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Quizfragen

Welche Eigenschaften besitzen folgende Funktionen?
f:
: Z — Np mit f(x) = x2,

: No — No mit f(x) =5,

1 Z — Z mit f(x) =x— 3,

: No — No mit f(x) = 2%,

: Z — Ny mit f(x) = |x|,

: No — No mit f(x) =x+ 1,

: No x Ng = Ng mit f((x,y)) =x+y,
: No x Ng — No mit f((x,y)) =x"-vy,
: {0} — {1} mit f(x) = e*™

1.

,_.
o

© 0N OO0

T R N T T

N — Ny mit f(x) = x,
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Antworten

1. f ist injektiv, da aus f(a1) = f(a2) fir alle a1, a» € N folgt:
a; = f(a1) = f(a2) = ap. f ist nicht surjektiv, da z.B. |f~1(0)| = 0.

. f ist nicht injektiv, da z.B. |f~1(1)| = 2. f ist nicht surjektiv, da |f~1(2)| = 0.
3. f ist nicht injektiv, da z.B. |f71(5)| = oco. f ist nicht surjektiv, da z.B.

[F1(4)| = 0.
4. f ist injektiv, da fir alle a1, a» € Z gilt:
f(a1) =f(a2) = a1 — 3 = ax — 3 = a1 = ap. f ist surjektiv, da fiir jedes b € Z
ein a € Z gibt mit f(a) = b, namlich a = b + 3.
f ist injektiv, da fiir alle a1, a» € Z gilt: f(a1) = f(ap) = 2 =22 —
In(271) = In(2%2) = a1In2 = a2 In2 = a; = ap. f ist nicht surjektiv, da z.B.
[F7H(0)| =0.

N

o1
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10.

. f ist nicht injektiv, da z.B. |f~1(1)| = 2. f ist surjektiv, da fiir jedes b € Ny ein a

existiert mit f(a) = |a| = b, namlich a = b (oder a = —b).

f ist injektiv, da fir alle a1, ap € Z gilt:

f(a1) =f(a) = a1+ 1=ax+ 1= a; = a. f ist nicht surjektiv, da z.B.
[f~1(0)] =0.

f ist nicht injektiv, da z.B. |[f~1(1)| = |{(0,1), (1,0)}| = 2. f ist surjektiv, da es
fir jedes b € Ny ein (a1, a2) € Ng x Ng gibt mit f((a1,a2)) = a1 + a2 = b gibt,
z.B. (a1, a2) = (b,0).

f ist nicht injektiv, da z.B. [f~1(2)| = [{(1,2),(2,1)}| = 2. f ist surjektiv, da es
fir jedes b € Ny ein (a1, a2) € Ng x Ng gibt mit ((a1,a2)) = a1 - a2 = b gibt,
z.B. (a1, a2) = (b, 1).

Da die Definitionsmenge von f nur die 0 enthalt, die Zielmenge nur die 1 und
f(0) = &7 -0 = €% = 1 gilt, ist f bijektiv.
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Quizfrage

Seien A und B zwei endliche Mengen und f : A — B eine Funktion. Welche der

folgenden Aussagen gelten immer?

Al <[B|
Al = |B|
A= 1B
f injektiv
f surjektiv
f bijektiv

FEEEEY

f injektiv,
f surjektiv,
f bijektiv,
Al < [B],
Al = [B],
Al = |B.
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Antwort

Im Allgemeinen gelten nur:

f injektiv. = |A| < B,
f surjektiv. = |A| > |B]|,
f bijektiv. — |A|=]B|.

320/1411



Quizfragen

1. Wie viele injektive Funktionen f : [3] — [7] gibt es?
2. Wie viele bijektive Funktionen f : [5] — [5] gibt es?
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Antworten

1. Fir die 1 hat man 7 Abbildungsméglichkeiten, fiir die 2 nur noch 6 und fiir die 3
nur noch 5. Die gesuchte Anzahl ist also

7-6-5=210.

2. Fir die 1 hat man 5 Abbildungsmoglichkeiten, fiir die 2 nur noch 4, fiir die 3 nur
noch 3, usw. Die gesuchte Anzahl ist also

5.4.3-2.1=120.
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Umkehrfunktionen
Seien A und B beliebige Mengen und f : A — B eine Funktion.

» Ist f bijektiv, dann besitzt sie eine eindeutige Umkehrfunktion f~1: B — A mit:
fla)=b <= fYb)=a

fur alle a € Aund alle b € B.
» Gibt es eine Funktion g : B — A mit

Vac A:g(f(a))=a und VbeB:f(g(b))=>b,

dann ist f bijektiv und g die Umkehrfunktion von f (d.h. f~1 = g).

Ob mit =1 eine Urbildmenge oder eine Umkehrfunktion gemeint ist, muss explizit
hingeschrieben werden.
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Komposition von Funktionen
Seien f : A— B und g : B — C beliebige Funktionen, dann nennt man die Funktion
gof:A— Cmit

(g0 f)(x) = &(f(x))

fur alle x € A die Komposition oder Hintereinanderausfiihrung von f und g.

Wir nennen die Funktion g o f auch ,g nach f*, weil zuerst f und dann g
angewendet wird.

Eigentlich ist die Komposition von Funktionen nichts anderes als ein umgekehrtes
Relationenprodukt f o g wenn man f und g als Relationen betrachtet.
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Beispiel
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Quizfrage

Welche der folgenden zwei Aussagen gilt fiir die Urbildmenge einer Komposition von
Funktionen?
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Antwort
Die Aussage (2):
(g0 ) y) =g (v))
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Potenzen von Funktionen
Analog zu den Relationen definiert man:

Beispiel
Sei f : N = N, x — 2x2. Dann gilt:

F3(x) = (fo fof)(x) = f(f(f(x))) = 2(2(2x?)?)? = 128x®

Also: f3:N = N, x > 128x8
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Partition der Definitionsmenge
Sei f : A — B eine Funktion. Die Relation R C A x A mit

R={(a1,a) e Ax A|f(a1) = f(a2)}
ist eine Aquivalenzrelation und induziert folgende Partition P der Definitionsmenge A:
P={f7(b)|be B}
Insbesondere gilt:

Al = IF(b)|

beB
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Beispiel
Sei f : A — B wie folgt:

Dann ist
P = {fil(x)7 fﬁl()’)? fﬁl(z)} - {{273}7 {47 5, 6}7 {1}}

eine Partition von A und es gilt:
Al = [F2O) + F ) + [ FH(2) =2+3+1=6
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Kardinalitat von Mengen

Mithilfe von Funktionen kénnen wir den Begriff der Kardinalitat formalisieren. Fiir
beliebige Mengen A und B gelten folgende Definitionen:

» A und B sind gleich machtig (JA| = |B|), wenn eine bijektive Funktion f : A — B
existiert.

» B ist mindestens so machtig wie A, wenn eine injektive Funktion f : A — B
existiert.

» B ist machtiger als A, wenn eine injektive Funktion f : A — B existiert, aber keine
injektive Funktion g : B — A.

Aus ihnen folgt der Satz von Schrdder-Bernstein:

Wenn A mindestens so michtig wie B ist und B mindestens so machtig wie
A, dann sind A und B gleich michtig.
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Abzahlbarkeit von Mengen

Eine beliebige Menge A heiBt abzahlbar, wenn A endlich ist oder |A| = |N] gilt.
Andernfalls ist A liberabzahlbar.

Intuitiv ist eine Menge abzahlbar, wenn ihr Elemente so durchnummeriert werden
konnen, dass kein Element Ubersprungen wird.
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Permutationen
Sei A eine beliebige endliche Menge. Eine bijektive Funktion p: A — A wird
Permutation tiber A genannt.

Permutationen kann man am einfachsten als Matrix (Tabelle) darstellen. Es gilt:

_ ai an a3 dn
P= \pla1) p(a2) plas) ... plan))
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Beispiel

Sei p eine Permutation ber [4] mit:

p(1)=3, p(2)=1, p(3)=2, p(4) =4

In Matrixschreibweise:
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Noch ein Beispiel
Sei p eine Permutation ber [6] mit:

p(1) =5, p(2)=2, p(38)=1, p(4)=6, p(5)=3, p(6)=4

In Matrixschreibweise:
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die Identitatsabbildung id4 Gber A ist die einfachste Permutation. Es gilt:

. <31 dy as ... a,,)
ida =
dy d2 ai3 ... ap
Man schreibt oft einfach id statt id4.

Weil Permutationen bijektive Abbildungen sind, besitzt jede Permutation p eine
Umkehrfunktion p~! mit:

Vx,y € A:ip(x) =y <= p l(y) =x
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Quizfragen

Gegeben seien folgende Permutationen p;, p2 und p3 tber [6] in Matrixdarstellung:

1 2
1"’1:<5 1
1 2
2 P2=<3 5
1 2
3 P3 <4 6

Wie sehen die Umkehrfunktionen p;*

3

w ~w N

4

N N =)

5
2
5
6
5

5

L und p3

in Matrixdarstellung aus?
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Antworten

Einfach die Zeilen der Matrix vertauschen und nach der oberen Zeile sortieren!

1. p1_1_<
2. p2_1:<
3. p3_1:<

1
2

1
4

1
3

N

N AN O

3

= Ww o

&~ W

=S w s~ Wb

5
1

c1 o N O1
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Quizfragen

Was sind die Ergebnisse folgender Kompositionen in Matrixdarstellung?

2

NN w N (€5

3

6
3
5
3
3

4

= >~ b L

5
1

S O N O1

6
2

6
6

6
4

)
)|
)l

1
1

1
2

1
4

= N w N

w N

N W &~ W N W

4

ar o~

5

S Ol c1 O (65
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Antworten

(365412'
(314625

1
2.
3
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.3. Aussagenlogik |
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.3. Aussagenlogik |
2.3.1. Wichtige Begriffe
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Syntax aussagenlogischer Formeln

Sei V eine Menge, die sog. Variablenmenge.

>

v

v

v

true und false sind Formeln tUber V.

Jede Variable x € V ist eine Formel tber V.

Ist F eine Formel Gber V/, dann auch:

~F

(Negation)

Sind F und G Formeln Uber V, dann auch:

(Konjunktion)
(Disjunktion)
(Implikation)
(Bikonditional)
(Exklusives-Oder)
(NAND)

(NOR)
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Man nennt true, false, =, A, V, =, &, ®, A und V oder
. lhre Aritaten, die Anzahl der Teilfunktionen, die durch den
jeweiligen Junktor verkniipft werden, sind:

Junktoren Aritat
true, false 0
- 1 (unar)

ANV, =, R, A,V 2 (binar)

Wir benutzen Klammern nur wenn es sein muss. Die Reihenfolge fiir die
Bindungsstarke ist =, A, V, —. D.h. = bindet am starksten und — am
schwachsten. Beispielsweise steht F =p — qV r As fir F=(p — (qV (r As))).
Wie stark ®, A und V binden wurde nicht festgelegt.
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Beispiele
Aussagenlogische Formeln sind:

(mr—=(pAQq), (kP q)<r—r), ((p——q)V(rAs)).

Diese diirfen wie folgt umgeschrieben werden:
-r—=pAq, pqger, (p—>—q)VorAs.
Keine aussagenlogische Formeln sind:

p—q, p(——)q, p—=—r, < qAr, pgqV-pq.

345 /1411



Quizfrage

Wie viele unterschiedliche aussagenlogische Formeln ber V = {p} gibt es?
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Antwort

Unendlich viele! Zum Beispiel:

P, 2p, 7P, 7P, TP,
An sich ist eine aussagenlogische Formel nichts anderes als ein Wort iiber dem Alphabet
Y = VU {true, false, =, A\, V, =, <>, @, A, V., (,)}

und Woérter sind nur dann gleich, wenn sie auch gleich aussehen ;-)
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Belegungen

> Eine Belegung 5: V — B ist eine Funktion die jeder Variable einer
Variablenmenge V einen Wert aus B = {0, 1} zuordnet.

» Eine Belegung passt zu einer Formel F, wenn jede Variable aus F in V vorkommt,
d.h. wenn V(F) C V gilt.

» Eine Belegung ist minimal fir F, wenn V(F) = V gilt.

Weil Belegungen Funktionen sind, bezeichnet man mit BY die Menge aller
Belegungen.

Mit V/(F) wird hier die Menge aller Variablen in F bezeichnet.
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Beispiel
Sei V = {p, g}. Dann gibt es folgende 4 Belegungen S, 51, 52,53 V — B:

Go: p—0,g—0
Bi1:p—0,g—1
Bo:pr—>1,g—0
B3:p—1,g—1
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Quizfragen
Sei V={p,q,r,stund 3:V =B mit p—~0,g— 1,r— 0,5 +— 1. Zu welchen der

folgenden Formeln Fy,..., Fs passt 37 Fiir welche ist 8 minimal?
L Fi=(pAq)—=(r<s))
2. Fhb=(p+q)
3. F=((r<s)Vi)
4. F4 = true
5 Fs=(((=p A—=q) A—r) A-s)

350 /1411



Antworten

. B passt zu F; und ist minimal.
. B passt zu Fp, ist aber nicht minimal.
. B passt nicht zu F3 und ist also nicht minimal.

. B passt zu Fy, ist aber nicht minimal.

Gl W

. B passt zu Fs und ist minimal.
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Quizfrage

Wie viele unterschiedliche Belegungen gibt es fir Formeln tiber V mit |V| = n?
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Antwort

Jede Belegung ist eine Funktion von der Menge der Variablen V nach B = {0,1}. Aus
dem Abschnitt fiir Funktionen wissen wir, dass die Menge B” der Funktionen
f:A— B genau

|- o

verschiedene Funktionen hat. Wegen |V/| = n und |B| = 2 gibt es also
[BY| =[B! = 2"

verschiedene Belegungen.
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Semantik Aussagenlogischer Formeln

Die Semantik [F] einer aussagenlogischer Formel F mit Variablen aus V ist eine
Funktion

[F]:BY — B,

wobei BY wieder die Menge aller Belegungen ist.

Fir alle Belegungen S gilt folgende induktive Definition:
> [true](8) =1 und [false](5) = 0.
» Fir jede Variable x € V gilt [x](8) = B(x).
» Ist [F] die Semantik einer Formel F, dann gilt:

1, falls [F](8) =0
0, sonst

[=F1(8) = {
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» Sind [F] und [G] die Semantiken zweier Formeln F und G, dann gilt:

[F A GI(B)
[F v G](B)
[F — G1(8)
[F < G](B)
[F @ G](B)
[FAGI(B)

[FVG](5)

o O O+ O O O+ OR

falls [F](8) = 1 und [G](B) = 1

sonst

falls [F](B) = 1 oder [G](B) =1
sonst

falls [F](8) = 0 oder [G](B) =1
sonst

falls [F](8) = [G](5)

sonst

falls [F](8) # [G](B)

sonst

falls [F](8) = 0 oder [G](8) =0
sonst

falls [F](8) =0 und [G](5) =0
sonst
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Semantik aussagenlogischer Formeln als Tabellen
Fir den unaren Junktor — gilt:

LF I oF]
0 1
1 0

Fir die bindren Junktoren A, V, —, <>, ®, A und V gilt:

[FIG[FAG FVG F—-G F<G F®G FAG FVG

00 0 0 1 1 0 1 1
0|1 0 1 1 0 1 1 0
110 0 1 0 0 1 1 0
111 1 1 1 1 0 0 0
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Rezept

Frage: Wie findet man die Semantik einer Formel F?
Methode:

1. Falle die Wahrheitstafel fiir £ mit Hilfe der Tabellen aus.
2. Lese die Semantik an der entsprechenden Spalte der Wahrheitstafel ab.
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Beispiel
Aufgabe: Bestimmen Sie die Semantik [F] folgender Formel F tber V = {p, q, r}:

F={(qVr)—=—(p+ r).

LGsung: ,
Erstelle eine leere Wahrheitstafel fir [F].

lplalr][a v 0 = -~ (p & -n]
0[0]o0
0|01
0|10
0|11
1{o0|o0
1|01
1|10
111
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Beispiel
Aufgabe: Bestimme die Semantik [F] folgender Formel F tiber V = {p,q,r}:

F={(qVr)—=—(p+ r).

LGsung: ,
Fille die Spalten fir [p], [q], [r] und [—r] aus.

lplalrll(e v N - - (p & -n]
RN 0 0 1
0|01 o0 1 0 0
o101 0 0 1
01|11 1 0 0
1{ofof o 0 1 1
1{of1] o0 1 1 0
1]1]o0] 1 0 1 1
1111 1 1 0
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Beispiel

Aufgabe: Bestimme die Semantik [F] folgender Formel F tiber V = {p,q,r}:

F={(qVr)—=—(p+ r).

LGsung: ,
Fille die Spalten fiir [(g V r)] und [(p <> —r)] aus.
lplalrf[la v N - -~ (p & -r)]

0j0]|O0 0 0 O 0 0 1
0|01 0o 1 1 0 1 0
0j1]|0 1 1 0 0 0 1
0Ol1]1 1 1 1 0 1 0
17010 0o 0 O 1 1 1
1101 0 1 1 1 0 0
11110 1 1 0 1 1 1
1|11 1 1 1 1 0 0
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Beispiel
Aufgabe: Bestimme die Semantik [F] folgender Formel F tiber V = {p,q,r}:

F={(qVr)—=—(p+ r).

LGsung: ,
Fille die Spalte fir [=(p <> —r)] aus.

lplalr][a v 0 = -~ (p & -n]
0o[o[0f[0 0 o0 1 0 0 1
ojof1fo 1 1 0 0 1 0
o|1]ofl1 1 o0 1 0 0 1
ol1|t|1 1 1 0 0 1 0
1{oflofo o o o 1 1 1
1{of1flo 1 1 1 1 0 o0
1]1]of 1 1 o0 o 1 1 1
1111 11 1 1 0 0
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Beispiel

Aufgabe: Bestimme die Semantik [F] folgender Formel F tiber V = {p,q,r}:

F={(qVr)—=—(p+ r).

LGsung: ,
Fille die Spalte fir [(g V r) — =(p <> —r)] also fiir [F] aus.

[plafrf[@a v nl[=]- ( < -n]
0]0l0J]0 0 0] 11 0 0 1
olol1llo 1 1]0l0o 0o 1 o
ol1lofl1 1 o|1]l1 0o o 1
ol1]1/l1 1 1]0lo o 1 o
1/ofloflo o ofl1]0 1 1 1
1lofl1]o0o 1 1]1]1 1 0o o0
1l1/o0fl1 1 olo]o 1 1 1
1l1l1]1 1 1/1]1 1 o o
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Beispiel
Aufgabe: Bestimme die Semantik [F] folgender Formel F tber V = {p,q,r}:

F=(qVr)——(p+ —r).

Losung: ,
Die Semantik [F] von F ware dann formal:

[Fl(p—0,g+—0,r — 0 [Fl(p—1,g—0,r—0
[Fl(p—0,g—0,r—1

( )=

( )= [Fllp—1,g—0,r—1
[FI(p—0,g—1,r—0)=

( )=

1 )=1
0 )=1
1 [FI(p—1,g—1,r—0)= 0
0 )=1

[Filp—0,g—1r—1 [Fllp—1,g—1,r—1

So formal muss sie aber selten angegeben werden. Normalerweise reicht die
Wahrheitstafel aus. :-)
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Quizfragen

Sei V = {p, q, r}. Wie sehen die Wahrheitstafeln folgender aussagenlogischer Formeln
tber V aus?

1. =qV—=(p—q)

(P = q) A (=g <+ =p))V(PAQ),
(p—=q)—r)< (p—(q—r1))

((PVa) < (pVr)) < (mpA(mg <)),
((

pV(gerr)) < ((peq)Vipr)).

Al
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Antworten

r = q|

lplagll~a[V]~
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(P AN q)

V

-p))

(nqg <«

A

((p = q

q

p
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q)

((p —

q
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r)

(=

p A

(=

r)

(p_V

>

((p VvV q)
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r))

(p ©

\

((p < q)

>

(g« 1)

((p Vv

q
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Quizfrage

Wie viele unterschiedliche Semantiken gibt es fiir Formeln iiber V' mit |V| = n?
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Antwort
Jede Semantik [F] ist eine Funktion

[F]:BY - B

von der Menge B" aller Belegungen nach B = {0,1}. Somit bezeichnet BE" die
Menge aller méglichen Semantiken fiir Formeln iber V. (Das sieht sehr seltsam aus,
ich weiB!) Also gibt es

[BEY| = BB =27

verschiedene Semantiken.
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Beispiel
Fiir Formeln ohne Variablen gibt es folgende 22" =2 mogliche Semantiken:

i h
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Noch ein Beispiel
Fiir Formeln mit einer Variable gibt es folgende 22 —4 mogliche Semantiken:

(p[Ai Hh f& f|

0 0 0 1 1
1 0 1 0 1
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Und noch ein Beispiel
Fir Formeln mit zwei Variablen gibt es folgende 22 = 16 mogliche Semantiken:

[p]allhA R K fa & fo fr fg o ho f1 ho h3s s fs  he |
0|0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0|1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
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Ein letztes Beispiel
Fir Formeln mit drei Variablen gibt es 22" = 256 mogliche Semantiken.

Hier hort der SpaB auf . ..
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Quizfrage

Wir betrachten wieder die Menge aller 16 moglichen Semantiken fiir Formeln mit zwei

Variablen:

[A A R o K & R kB fk fo A1 fr fA3 fAa hs Fe |

(P14
0|0 o o o0 o o o0 o0 o 1 1 1 1 1 1 1 1
ol1f{o o 0o o 1 1 1 1 0 o0 O O 1 1 1 1
1{offo o 1 1 0o o0 1 1 0 0 1 1 o0 0 1 1
1{1ffo0o 1 o 1 0o 1 0 1 0 1 o0 1 0 1 0 1
Welche Semantiken haben folgende aussagenlogische Formeln?

false true p -p

q —q pPAq pPAq

pVaq pVaq p<q pRq

P—q =(p— q) q—p ~(q = p)
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plallh h K fa & fo fr f fo ho f1 fho h3 A4 fs e |
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
[false] =f [true] = f16 [p] =1 [—|p] = f13

[q] = 15 [-q] = fu [pAg] =1 [pAq] = fis
[pVal="1s [PVl =1 [p < q] = fio [p®q] =1
[p— q] = fia [-(p—q) =1 g = p] = fi2 [-(qg = p)] =15
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Eigenschaften aussagenlogischer Formeln
Sei F eine aussagenlogische Formel. Dann gilt:

F erfilllbar :<= es gibt eine zu F passende Belegung 8 mit [F](5) =1,
F giiltig = fur alle zu F passende Belegungen S gilt [F](8) = 1.

Entsprechend sehen die Negationen aus:

F nicht erfilllbar <= firr alle zu F passende Belegungen 3 gilt [F](5) =0,
F nicht giiltig <= es gibt eine zu F passende Belegung 5 mit [F](3) = 0.

Eine nicht erfiillbare Formel wird auch oder genannt.
Eine giiltige Formel wird auch oder genannt.
Eine nicht gultige Formel wird auch genannt.
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Beispiel

Sei V = {p,q,r} und F wieder folgende aussagenlogische Formel iiber V'

F=(qVr)—=—(p+ —r).

lplalrf[ta v N[=]- (p & -]
0|01|O 0 0 0 1 1 0 0 1
0|01 0 1 1 0 0 0 1 0
0 1|0 1 1 0 1 1 0 0 1
0 1|1 1 1 1 0 0 0 1 0
1/101]0 0 0 0 1 0 1 1 1
1 /0|1 0 1 1 1 1 1 0 0
1 1|0 1 1 0 0 0 1 1 1
1 1|1 1 1 1 1 1 1 0 0

» F ist erfillbar, da z.B. [F](p+— 0,9+ 0,r — 0) = 1.
» F ist nicht giltig, da z.B. [F](p+— 0,q — 0,r — 1) = 0.
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Quizfrage

Welche der folgenden Implikationen gelten fiir jede aussagenlogische Formel F?

NSO AW

F giltig

F giiltig

F giltig

F erfillbar

F erfiillbar

F erfillbar

F nicht giiltig
F nicht giiltig
F nicht giiltig
F nicht erfiillbar
F nicht erfiillbar
F nicht erfiillbar

FORLLLEEerel

F erfiillbar
—=F nicht erfiillbar
=F nicht giltig
F giltig
—F nicht erfillbar
—F nicht giiltig
F nicht erfillbar
—F giltig
=F erfillbar
F nicht giiltig
-F giltig
—F erfiillbar
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Antwort

Es gelten alle Implikationen auBer die 4, die 5, die 7 und die 8. Folgendes Bild fasst das

Ergebnis dieser Quizfrage zusammen.

- ~

4 -
—F nicht erfiillbar —F erfiillbar
‘\\‘ P e . /:/
F giiltig F nicht giiltig
F erfillbar F nicht erfillbar
/:/ T ‘\\4
—F nicht giltig —F giltig
- -V

Gestrichelte Pfeile stellen Negationen und normale Pfeile Implikationen dar.
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.3. Aussagenlogik |

2.3.2. Logische Aquivalenz

382 /1411



Logische Aquivalenz =
Sei V eine beliebige Menge. Fiir beliebige aussagenlogische Formeln F und G iiber V

gilt F = G genau dann, wenn fiir jede Belegung 8 : V — B gilt:
[F](B) = 1 genau dann, wenn [G](5) = 1.
In kompakter Schreibweise heiBt das:

F=G = (VBeBY: [F|(8)=1<[G(8)=1) .
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= ist nichts anderes als eine Relation iiber aussagenlogische Formeln.
Fir F = G sagen wir ,F und G sind aquivalent”.

Damit F = G gilt miissen F und G nicht unbedingt genau dieselben Variablen
besitzen.

Auf Folie 482 sind wichtige Aussagen zur logischen Aquivalenz aufgelistet.

384 /1411



Beispiel
Far F

= G:

= ((r = p) A (=r — p)) gilt F

(-pVq) = (PAgq))und G
Lplalr[[(p Vv

= p)) |

— p) [ A (or

D=k A ) «r

Die Formel (F < G) ist also giiltig.
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Nicht verwechseln!

> <" ist ein logischer Junktor, d.h. er ist ein Teil von aussagenlogischen Formeln.
Sind F und G Formeln, dann auch F <> G. Insbesondere besitzt diese auch eine
Semantik.

» =" beschreibt das Verhaltnis zwischen zwei Formeln, d.h. es handelt sich um eine
Relation iiber aussagenlogische Formeln mit Eigenschaften wie z.B. reflexiv.
Damit man F = G schreiben darf, mussen F und G Formeln sein. F = G ist aber
an sich, im Gegensatz zu F < G, keine Formel!

» <" ist weder ein logischer Junktor noch eine Relation. Es ist nur eine
Abkiirzung fir ,,genau dann, wenn". Dieses Symbol gehort zur logischen
Metaebene. Damit man A <= B schreiben darf, miissen A und B irgendwelche
Aussagen sein und keine aussagenlogische Formeln.
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Quizfrage

Welche Eigenschaften besitzt die homogene Relation = tber aussagenlogische
Formeln?

387 /1411



Antwort

= ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, also eine Aquivalenzrelation.

Info: Bei n Variablen hat die durch = induzierte Partition genau 22" Aquivalenzklassen,
eine fir jede Semantik ;-)
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Aquivalenzregeln
Seien F, G und H aussagenlogische Formeln. Ein paar niitzliche Aquivalenzregeln sind:

FAtrue=F
F V true = true
FVF=F
-——F=F
FV —=F = true
FVG=GVF

(FVG)VH=FV(GVH)
FV(GAH)=(FV G)A(FVH)
-(FAG)=-FV-G
F®G=(FVG)A-(FAG)
F—-G=-FVG
F<&G=(F—-G)AN(G—F)
FAG=-(FAG)
FV(FAG)=F

F Vfalse = F
F A false = false
FAF=F

F A —F = false

FAG=GAF
(FAGYAH=FA(GAH)
FA(GVH)=(FAG)V(FAH)
-(FVG)=-FA-G

F® G=(FA-G)V(GA-F)
FVG=-F—>G

F+ G=-(F®G)
FVG=-(FVG)
FA(FVG)=F

Identitat)

Dominanz)

(

(
(Idempotenz)
(Doppelte Negation)
(Triv. Taut./Kontr.)
(Kommutativitat)
(Assoziativitat)
(Distributivitat)

(De Morgan)
(Exklusives-Oder)
(Implikation)
(Bikonditional)
(NAND und NOR)

(Absorption)
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Man kann diese Regeln beweisen, in dem man die Teilformeln F, G und H als
Variablen betrachtet, das =-Symbol durch ein <> ersetzt und die Giiltigkeit der
entstehenden Formel mit einer Wahrheitstafel beweist.

Beispielsweise gilt fiir die erste Regel von De Morgan:

(F A G |e|(=F

Fle]
00
01
10
11

O = R~ ]

0

=)

0

0
0
1

= O R O

1

1
1
1

O O = =

vV -G6) |
1 1
1 0
1 1
0 O

Diese Methode kann fiir beliebige Formeln angewendet werden (wurde in der Vorlesung

gesagt, aber nicht bewiesen).
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Quizfragen

Welche der folgenden Aquivalenzen sind richtig?
L (p—q)=(-p— —q),

(p—q) =(~g = —p).

—(p = q) = (-p = —q),

—(p = q) = (=g = —p),

© N oG AW N

(p—aq)=(-pVa),
(p—=aq)=(pV—q),
=(p—q)=(-pAaq),
~(p—q)=(pA—q).
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Antworten

©No B~ w =

Falsch.

Richtig.

Falsch.
Falsch.

Richtig.

Falsch.
Falsch.

Richtig.
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Um die Aquivalenz F = G zweier Formeln F und G zu zeigen, haben wir zwei
Methoden kennengelernt:

Die fir F <> G aufstellen und tberpriifen, ob die Formel eine

Tautologie ist.

Mithilfe der Formeln Fy1, F5, ..., F, finden mit:
F=FR=Fh=...=F,=G.

Wahrheitstafeln sind einfach und fihren automatisch zum Ziel. Leider hat eine Formel
mit n Variablen eine Wahrheitstafel mit 2" Zeilen. Fir n < 3 Variablen sind
Wahrheitstafeln sehr angenehm. Fiir n > 4 Variablen sind Aquivalenzumformungen
besser.
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.4. Aussagenlogik Il
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.4. Aussagenlogik Il
2.4.1. DNF und KNF
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Literale
Ein Literal ist eine Variable oder die Negation einer Variable.

Beispiel
Die Menge aller Literale tiber V = {p,q,r} ist {p,q,r,—p,—q,r}.
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Disjunktionen
Eine Disjunktion F von Formeln Fi, ..., F, ist eine Formel der Form F = F; V...V Fp,.

Beispiel
F=(g< (pVvr)V(r—q)VpV(pAq) ist eine Disjunktion.

Weil Vv assoziativ ist, ist es egal wie die einzelnen Formeln Fi,..., F, geklammert
werden. Deswegen diirfen wir auch die Klammern einfach weglassen.
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Konjunktionen
Eine Konjunktion F von Formeln F1,..., F, ist eine Formel der Form F = F{ A... A Fp,.

Beispiel
F=(p—=9)ANgA(g<r)A(pV gV s) ist eine Konjunktion.

Weil A assoziativ ist, ist es egal wie die einzelnen Formeln F1,..., F, geklammert
werden. Deswegen diirfen wir auch die Klammern einfach weglassen.
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Die Disjunktion von Null Formeln (die , leere Disjunktion®) ist F := false.

Die Konjunktion von Null Formeln (die ,leere Konjunktion®) ist F := true.
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Disjunktive Normalform
Sei V eine beliebige Menge.
» eine Formel iiber V heiBt DNF-Klausel, falls sie eine Konjunktion von Literalen ist.

» Eine Formel tber V in disjunktiver Normalform (DNF) ist eine Disjunktion von
DNF-Klauseln.

Beispiel
Folgende Formel F iber V = {p, q,r,s} ist in DNF:
F=(pArAs)V(mgA-s)V(pAgA-rAs)V (-rAs)

——r
Konjunktion Konjunktion Konjunktion Konjunktion

Disjunktion
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Konjunktive Normalform
Sei V eine beliebige Menge.
» eine Formel iiber V heiBt KNF-Klausel, falls sie eine Disjunktion von Literalen ist.

» Eine Formel tber V in konjunktiver Normalform (KNF) ist eine Konjunktion von
KNF-Klauseln.

Beispiel
Folgende Formel F iber V = {p,q,r,s} ist in KNF:
F=(pVrVvs)A(=gV-s)A(pVgV-rVs)A(-rVs)

——r
Disjunktion Disjunktion Disjunktion Disjunktion

Konjunktion
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Vollstandige Normalformen

Eine Formel ist in vollstindiger DNF oder KNF, falls alle Klauseln in ihr genau
dieselben Variablen besitzen.
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Beispiel

Sei V ={p,q,r}.
» Die Formel F; = —=pV (p A g A r) Uber V ist in nicht vollstandiger DNF.
» Die Formel F, = (-pAgAr)V(pA—qgAr) iber V ist in vollstandiger DNF.
» Die Formel F; = (—pV q) A (—q V r) tber V ist in nicht vollstandiger KNF.
» Die Formel F; = (pV =gV —r)A(pV qVr) lber V ist in vollstandiger KNF.
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Rezept

Frage: Wie findet man eine zu einer gegebenen Formel F dquivalente Formel in
vollstandiger DNF bzw. KNF?
Methode: Zuerst stelle die Wahrheitstafel der Formel F auf. Dann:

DNF:
1. Wabhle Zeilen mit Ergebnis 1.

2. Bilde fiir jede Zeile eine Konjunktion aller Variablen (mit ,A"),
in der alle mit 0 belegten Variablen negiert sind und die anderen nicht.

3. Bilde eine Disjunktion aller Konjunktionen (mit ,v*).
KNF:
1. Wahle Zeilen mit Ergebnis 0.

2. Bilde fiir jede Zeile eine Disjunktion aller Variablen (mit ,,vV"),
in der alle mit 1 belegten Variablen negiert sind und die anderen nicht.

3. Bilde eine Konjunktion aller Disjunktionen (mit ,A").

404 /1411



Beispiel
Aufgabe: Sei F eine Formel iiber {p, g, r} mit folgender Wahrheitstafel:

l

H MO OO Ot
== OO+ KH O O|Q
— O R OKORO|N
H M OOKRKRKRO|IMm

Finde eine zu F aquivalente Formel in vollstandiger DNF und eine in vollstandiger KNF.

LGsung:

F (mpA=gANNV(pAgGA-)NV(pAgA)V(pAgA—-r)V(pAgAr) (DNF)

(PVaVvr)A(=pVqVr)A(=pVqV-r) (KNF)
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Noch ein Beispiel
Dieses Beispiel habe ich von Wikipedia geklaut:

A B c Ergebnis Klausel

0 0 0 0 AVBYVC ——

0 0 1 0 AvBv-C @
0 1 0 1 SAABATC |- — — - /]

0 1 1 1 "ANBAC .

1 0 o 0 “AvBvC

1 0 1 1 AA-BAC

1 1 o 0 SAv-BvC

1 1 1 1 AABAC [ — —

DNF: (FAABA-C)V("AABAC)V(AABAC)W(ANBAC) =

KNF: (A¥BVCIAAVBY - C)A(PAVBVCIA(PAVBYVC) -

Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Disjunktive_Normalform
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Quizfragen

Seien F, G und H aussagenlogische Formeln tber {p, g, r} mit folgenden
Wahrheitstafeln:

HORORORO|S

H === O OO OoOT
== OO+ RKFE O O|g
R ORrRRFRLRRLROOOIM
R R ORROROIIQ
H -2 OO0O0OHR||T

1. Welche Formeln in vollstandiger DNF bzw. KNF sind dquivalent zu F?
2. Welche Formeln in vollstandiger DNF bzw. KNF sind dquivalent zu G?
3. Welche Formeln in vollstandiger DNF bzw. KNF sind aquivalent zu H?
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Antworten

F = (-pAgAnV(pA—-gA-r)V(pA—-gAr)V(pAgAr) (DNF)
= (pvagVr)A(pVvgV-r)A(pV =gV r)A(-pV-qgVr) (KNF)
2.
G = (-pA=gA)NV(—pAgANV(pA-gA-r)V(pAgA-r)V(pAgAr) (DNF)
= (pvgVr)A(pV—-gVr)A(-pVaqV-r) (KNF)
3.

(mpA=gA-r)V(pA-gA)V(pPAgGA-r)V (pAgAr) (DNF)
(pvVagVv-r)A(pV—ogVr)A(pV-gV-r)A(—pVgVr) (KNF)
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Quizfragen

Wie ist die Semantik (als Wahrheitstafel) folgender Formeln?
L Fr=(pA=q)V(pA=q)V(pAq)
2. Fo=(pVg)A(pV—q)A(=pV—q)

Hinweis: Man braucht nicht die Wahrheitstafeln komplett auszufiillen, denn F; und F;
sind in vollstandiger DNF bzw. KNF.
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Antworten

plall Al

- O —~

OO -

OO~ -

plallFe|

o o - 0o

O - O -

[l el
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Ersetzen von Variablen
Sei V eine Variablenmenge und F eine KNF-Formel mit p € VE.

» F[p\ true] bezeichnet die Formel, die entsteht, in dem jedem Vorkommnis von p
in F durch true ersetzt wird.

» F[p\ false] bezeichnet die Formel, die entsteht, in dem jedem Vorkommnis von p
in F durch false ersetzt wird.

Nachdem eine Variable mit true oder false belegt wurde, kann die entstehende Formel
mit folgenden Regeln vereinfacht werden:

F Atrue = F, F V true = true, —true = false,
F A false = false, F Vfalse = F, —false = true.
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Beispiel
Sei F folgende KNF-Formel tiber V = {p,q,r,s}:

F=(=pVagVs)A(pV—qV-s)AN(pVqgV-ar)A(—pV-rVs).
Dann gilt

Flp\true] = (5pV gV s) A (p\L=gvV=5) A (p\g=F) A (>pV —rVs)

=(qVs)A(—rVs)
und

Flp\false] = (=p-g VS A(pV gV —s)A(pV qV —r) A (opN=rV3)

=(-qgV-s)A(qVr).
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F[p\ true] entspricht also F ohne Vorkommnisse von —p und ohne Klauseln, die p
enthalten.
F[p\ false] entspricht also F ohne Vorkommnisse von p und ohne Klauseln, die —=p
enthalten.
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.4. Aussagenlogik Il

2.4.2. DPLL-Algorithmus
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Rezept

Frage: Wie lberprift man mit dem DPLL-Algorithmus, ob eine gegebene
KNF-Formel F erfiillbar ist?
Methode: Fiihre den Algorithmus aus ;-)

1. Wenn F = {} (d.h. F = true), dann antworte , erfiillbar";
2. Wenn F = {{}} (d.h. F = false), dann antworte , unerfillbar";
3. Sonst:

4. Wenn F eine Klausel {p} enthalt:

5. Fiihre den Algorithmus fiir F[p\ true| aus;

6. Wenn F eine Klausel {—p} enthalt:

7. Fiihre den Algorithmus fiir F[p)\ false] aus;

8. Sonst wahle eine Variable p € VF und:

0. Falls F[p\ true] erfillbar ist, antworte ,erfillbar";
10. Falls F[p\ false] erfillbar ist, antworte ,erfillbar";
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DPLL Gberprift die Erflllbarkeit einer KNF-Formel.

KNF-Formeln werden als Mengen dargestellt. Zum Beispiel:
(=pVagVv-r)Agn(rv=s) ~ {{=p,q,7r},{q}, {r,7s}}
Achtung mit der leeren Menge {}:

leere Klausel
leere Formel

leere Disjunktion
leere Konjunktion

(> 1P

Dieser Algorithmus wird in der Vorlesung , Algorithmus 2" genannt. Entfernt man

die (Zeilen 4-7), so bekommt man den , Algorithmus 1" aus der
Vorlesung.
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Beispiel

Aufgabe: Uberpriife die Erfiillbarkeit folgender Formel mit dem DPLL-Algorithmus:

F=(—pVagV-s)A(rVs)A(=pV gV -rVs)A(—gV-r)A(-pV gV r)A(rViE)A(pVr).

Mogliche Losung als Formeln:

(=pVgVas)A(rVs)A(—pV gV arVs)A(=gqV r)A(=pV gV r)A(rVE)A(pVr)

p\ t“/ \P\ false

(GV=s)A(rVs)A(qV —rVs)A(mgV-r)A(—gVr)A(rVit) (rvs)A(mgV-r)A(rViE)Ar
q\ true q\ false r\ true
(rvs)A=rArA(rvt) SsA(rVs)A(-rVs)A(rvit) -q
r\ true s\ false q\ false
false rA=rA(rvt) true
r\ true
false

Jede Belegung 5 mit p— 0, r — 1 und g — 0 ist erfiillend.
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Aufgabe: Uberpriife die Erfiillbarkeit folgender Formel mit dem DPLL-Algorithmus:
F=(pVagV-s)A(rVs)A(=pVgV-arVs)A(—gV-or)A(—pV—ogVr)A(rVE)A(pVr).

Mogliche Losung als Mengen:
{{_'pz q, _'5}7 {r7 5}7 {_'pz q,—r, 5}7 {_'qv _'r}7 {_‘P, -q, I’}, {r7 t}: {P, I’}}

p\ tl’l/ \p\ false

{{qv “5}7 {I’, 5}7 {qv -, 5}7 {“q7 ‘!I’}, {ﬁqz I’}, {rv t}} {{rv 5}7 {“qv “r}v {rv t}7 {r}}
q\ true/ \q\ false r\ true
{{r,s},{—\r},{r},{r,t}} {{_‘S}v{r7$}7{_‘r=5}7{r7 t}}} {{_‘q}}
r\ true s\ false q\ false
{3} {rh Aord {r 81} {
r\ true
{1

Bel i 1 ist erfillend.
Jede Belegung 3 mit p+— 0, r = 1 und g — 0 ist erfiillend 418 / 1411



Die leere Menge {} stellt die leere Formel dar und {{}} die Formel mit einer
leeren Klausel, d.h.:

{} = true, aber {{}} = false.

Kommt man auf eine Formel, die die leere Klausel enthélt, so ist diese dquivalent
zu false. Dann missen wir zur letzten Verzweigung zuriick gehen und von da aus
weitermachen. Liefern alle Pfade false, so ist die Formel unerfillbar.

Bei DPLL ist die Losung immer eindeutig! Wir kdnnen die Reihenfolge, in
der Variablen ersetzt werden, und den Wert, durch den sie ersetzt werden, selber
wahlen.

Der Algorithmus halt, sobald die leere Menge zum ersten Mal gefunden wird.
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Quizfragen

Gegeben sei folgende Formel:

F=(gAs)=-r)A(@—=s)A(p—=a)A((pAq)— (rV=s)A(pVa).

1. Welche KNF-Formel ist aquivalent zu F?
2. Ist F erfillbar?

Hinweis: Benutze Aquivalenzregeln und DPLL.
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Antworten

1. Aquivalenzumformungen:

F=(gAs)=-r)A(@g—=s)A(p—=a)A((pAg) = (rV=s)A(pVa)
=(~(gAs)V-r)A(=qVs)A(=pVa)A(=(pAg)V(rV-s) A(pVq)
(mqV sV ar)A(=qVs)A(=pV q)A(=pV =gV rV=s)A(pV Q).
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2. DPLL:

{{_‘qv s, _‘r}7 {_‘qv 5}7 {_‘pv C/}7 {_‘pv -q,r, _‘5}1 {P, q}}
p\ false

p\ true
{{_'q» s, —|I'}, {_'q7 5}7 {q}? {_‘qz r —\S}} {{_'q7 s, _‘r}7 {_'qa 5}7 {q}}
q\ true q\ true
{{=s,~r} {s}, {r, ~s}} {{=s,~r}, {s}}
s\ true s\ true
ok {rd) {or}}
r\ true r\ false
{3 {3
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.4. Aussagenlogik Il

2.4.3. Resolution
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Resolution
Sei F eine KNF-Formel und

(hV...VIkVvp) und (mpVIiV...VI)

zwei Klauseln in F fir irgendwelche Literale h, ..., L, 1, ...,/

und eine Variable p.
Aus den Aquivalenzregeln wissen wir:

(hV...VIVp)
(mpV V...V

“(hV...VI)—=p
p—(HV...VvI)

Aus diesen zwei Implikationen folgt sofort
=(hV...VI)— (4 VI,
was aquivalent ist zur KNF-Klausel

(hV ...V VIV V).
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Die Klausel (L V...V Ik VI{ V...V I ) wird Resolvent genannt und kann in F

hinzugefiigt werden ohne die Semantik von F zu andern.

Graphisch kann das wie folgt dargestellt werden:

(/1 \//k\/p —\p\//l \//,/n)
/1\/ \//k\//l \///

In Mengendarstellung:

{/17"'7lk7p} {_‘palj{’?/,/n}
(e bl
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Rezept

Frage: Wie tberprift man mit Resolution, ob eine gegebene KNF-Formel F
unerfillbar ist?

Methode: Fiige durch Resolution so viele Klauseln in F hinzu, bis {} (bzw. false) als
Resolvent vorkommt oder bis keine neue Klauseln entstehen kénnen. Im ersten Fall ist
die Formel unerfillbar, im zweiten erfiillbar.
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Beispiel
Aufgabe: Uberpriife die Unerfiillbarkeit folgender Formel mit dem
Resolutionsverfahren:

F=(-rv-at)A(rVsV-t)A(qVsVE)A(rV-as)A—gA(pV gV -r)A(-pVQq).
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Beispiel
Aufgabe: Uberpriife die Unerfiillbarkeit folgender Formel mit dem
Resolutionsverfahren:

F=(-rv-at)A(rVsV-t)A(qVsVE)A(rV-as)A—gA(pV gV -r)A(-pVQq).

Maogliche Losung:

{=rimtp o Ans, ﬁf} q s, t} {r,—s} {~a} {p,q, ﬁr} {ﬂp q}
{q,r s} / \ {qﬁr}
{q, r} {ﬁr}
{r}
{3
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Bei Resolution ist {} (oft auch O) nicht die leere Formel, sondern die leere
Klausel. Bei Resolution werden die Mengenklammern ja weggelassen. D.h. hier ist,
im Gegensatz zu DPLL, {} = false.

Bei Resolution darf immer nur ein Literal als Resolvent benutzt werden. Aus
{p,—q,r} und {q,—r,s} folgt beispielsweise nicht {p, s}!

Klauseln diirfen mehrmals oder auch gar nicht benutzt werden. Die generierten
Klauseln werden in die Formel hinzugefiigt, d.h. sie ersetzen nicht die benutzten
Klauseln.

Mochte man die Giiltigkeit einer DNF-Formel F (berpriifen, so kann —=F mithilfe
der De Morgansche Regeln ganz einfach in KNF gebracht werden. F ist dann
glltig genau dann, wenn —F unerfillbar ist, z.B.:

F=(pnA-q)V(ghn-r)Vor  ~  =aF=(pVag)A(mgVr)Ar
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Quizfragen

Gegeben sei folgende Formel:

F=(p—=>r)AgAN(@—=p)A(g—=t)AN((pAT)—s)A(s—t)A((sAt)— false).

1. Welche KNF-Formel ist dquivalent zu F?
2. Ist F unerfillbar?

Hinweis: Benutze Aquivalenzregeln und Resolution.
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Antworten

1. Aquivalenzumformungen:

F=(p—=>rAghr(@g=p)A(@g=t)A((pPATr) = s)A(s— t)A((sAt) — false)
=(-pVI)AGA(gVP)A(—gVE)A(-(pAF)VS)A(msViE)A(—(sAt)V false)
=(-pVr)ANGA(PV g A(=gVE)A(mpVrVs)A(osVit)A(-sVt)
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2. Mogliche Resolution:

{-p,r} {p,—q} {=aq,t} {-p,—r,s} {=s, t} {=s, -t}
N \/
/ \ y
{=p,—r}
\ {ﬂr}/
{}/
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Sowoh!| mit DPLL als auch mit Resolution kann man entscheiden, ob eine KNF-Formel
F erfillbar oder unerfiillbar ist.

DPLL ist besser geeignet, um F auf Erfillbarkeit zu testen (effizient und liefert
erfiillende Belegung).

Resolution ist besser geeignet, um F auf Unerfilllbarkeit zu testen (effizient und
liefert einen Beweis).
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.4. Aussagenlogik Il

2.4.4. Logische Inferenz
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Logische Inferenz |=
Sei V eine beliebige Menge. Fiir beliebige aussagenlogische Formeln F und G iiber V
gilt F = G genau dann, wenn fiir jede Belegung §: V — B gilt:

Wenn [F](5) =1, dann [G](5) = 1.

In kompakter Schreibweise heiBit das:

FEG = (BeBY:[FI(B)=1=[G(8)=1).
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= ist, wie =, nichts anderes als eine Relation liber aussagenlogische Formeln. Sie
heiBt

Fir F = G sagen wir ,aus F folgt G".

Damit F = G gilt missen F und G nicht unbedingt genau dieselben Variablen
besitzen.

Auf Folie 485 sind wichtige Aussagen zur logischen Aquivalenz aufgelistet.

Fir Inferenzen der Form A; A ... A A, = G schreiben wir oft A;,..., A, E G
oder {A1,...,An} E G. Insbesondere definieren wir:

EG <= G istgiltig .

Diese Definition macht Sinn, weil die leere Konjunktion als true definiert wurde
und es gilt:

true = G <= (true — G) ist giltig <= G ist giltig.
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Beispiel
Far F

((r—p)— (-r—p)) gilt F=G.

(-pVq) = (pAgq))und G =

= p)) |

— P)‘—>‘(—\r

[ = A 9| (r

lplalr] (e v

Die Formel (F — G) ist also giiltig.
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Nicht verwechseln!

Analog zum Unterschied zwischen den Symbolen ,<»", ,=" und ,,<=" (s. Folie 386),
unterscheiden sich ,—", =" und ,,=—" darin, dass ,,—" ein logischer Junktor, , ="
eine homogene Relation {liber aussagenlogische Formeln und ,,—-" eine Abkiirzung auf
der logischen Metaebene fiir ,dann gilt" ist.

Als Tabelle:

Logische Ebene Aquivalenz  Implikation

Abkiirzungen in der Metaebene = =
Relationen iiber Formeln =
Junktoren in der Aussagenlogik —

O]
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Quizfrage

Welche Eigenschaften besitzt die homogene Relation |= lber aussagenlogische
Formeln?
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Antwort

k= ist nur reflexiv und transitiv.
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Ein Kalkdl fir Inferenzen
Im Kalkiil des natiirlichen SchlieBens benutzen wir Inferenzregeln, um Aussagen der

Form
AilN...NAFF

zu beweisen. Die Formeln Ay, ..., A, werden Annahmen genannt.

A1, ..., A, E F bedeutet:
SWenn A4, ..., A, alle wahr sind, dann auch F"

A1,..., A, F bedeutet dagegen:
,Aus den Annahmen A1, ..., A, ldsst sich F mit den Inferenzregeln ableiten”.

Es wird gelten:
Al,...,An':F — A, ..., A F

441 /1411



I ist, wie = und =, nichts anderes als eine Relation iiber aussagenlogische
Formeln. Sie heiBt

Auch hier ist es tblich, dass man A1 A...ANA,F F zu
Ai,..., Ay F oder {Ai,...,A,}FF

umschreibt.
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Graphische Darstellung der Inferenzregeln
Die Inferenzregeln haben die Form:

N

Dabei stehen die Pramissen oberhalb des Folgerungsstrichs und die Folgerung
unterhalb. Intuitiv heit das:

,Um die Aussage unter dem Strich zu zeigen, reicht es alle Aussagen iiber
dem Strich (getrennt voneinander) zu zeigen."”

Wichtig!
Die Regeln sind syntaktische Regeln! Man darf hier keine Aquivalenzumformungen
machen. Siehe hierzu die , Achtung!“-Blécke bei den nichsten Beispielen.
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Erstes Beispiel (Konjunktionseinfithrung)
Fir beliebige Formeln Ay, ..., A, F und G gilt die Regel:

AL, ... A FF Al,... A FG
A1, . A F (FAG)

Intuitiv heiBt das:
,Um zu zeigen, dass sich aus den Annahmen A1, ..., A, die Formel F N\ G
ableiten lisst, zeige dass sich aus denselben Annahmen Ay, ..., A, die
Formeln F und G getrennt voneinander ableiten lassen.”

Achtung!

Wenn die untere Formel keine Konjunktion ist (also kein ,A" dazwischen hat), dann ist
diese Regel nicht anwendbar!
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Zweites Beispiel (Implikationsbeseitigung)
Fir beliebige Formeln Ay, ..., A, F, G gilt die Regel:

Ai,...,AnFF—=G A, ..., AnE F

Al,...,An G
Intuitiv heiBt das:
,Um zu zeigen, dass sich aus den Annahmen A1, ..., A, eine Formel G
ableiten lasst, zeige dass sich aus denselben Annahmen A, ..., A, sowoh! die

Implikation F — G als auch die Formel F ableiten lsst."

Hier darf G beliebig sein! Diese Regel ist also immer anwendbar! :-)

Der lateinische Name der Implikationsbeseitigung ist Modus Ponens.
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Drittes Beispiel (Negationseinfithrung)
Fir beliebige Formeln Ay, ..., Ap, F gilt die Regel:

A1, ..., Apn, F Ffalse
A, ..., ApE—F

Intuitiv heiBt das:
~Um zu zeigen, dass sich aus den Annahmen Ay, ..., A, die Negation —F
ableiten lisst, zeige dass sich aus den neuen Annahmen Ai, ..., Ap, F ein
Widerspruch (false) ableiten lasst.”

Achtung!
Wenn die untere Formel keine Negation ist (also kein ,, =" davor hat), dann ist diese
Regel nicht anwendbar!

446 /1411



Viertes Beispiel (Annahmeregeln)
Fir beliebige Formeln Ay, ..., A, gelten die Regeln:

AL, AEAL AL AEA T AL AL A,

Intuitiv heilt das:

,Um zu zeigen, dass sich aus den Annahmen Az, ..., A, eine beliebige
Annahme ableiten lisst, muss nichts gezeigt werden."

Achtung!

Die Annahme auf der rechten Seite von , " muss syntaktisch gleich auf der linken
Seite vorkommen. Semantisch aquivalent reicht nicht!
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Finftes Beispiel (Regel fiir false)
Fir beliebige Formeln Ay, ..., A, und F gilt die Regel:

A, ..., An b F Ai,...,AnF—F
A, ..., A, false

Intuitiv heiBt das:
.Um zu zeigen, dass sich aus den Annahmen Ay, ..., A, ein Widerspruch
false ableiten lasst, zeige dass sich aus denselben Annahmen A1, ..., An
sowohl eine Formel F als auch ihre Negation —~F ableiten lasst.”

Achtung!
Wenn die untere Formel nicht genau ,false" ist, sondern z.B. F A =F, dann ist diese
Regel nicht anwendbar!
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Uberblick Inferenzregeln

Fir beliebige Formeln Ay, ..., A, F, G und H gelten folgende Regeln.
1. Annahmeregeln (,,AR"):

A A A furallei=1,...,n

2. Ausgeschlossener Dritte (,,AD"):

Ai,...,AnF (FV—F)

3. Regel fir true (,true"):

Ai,..., Ay true
4. Regel fir false (,,false"):

Ay, ..., A F Ay, ... Ay —F
A1,..., A, I false
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. Konjunktionseinfihrung (,,+A"):

Al,... A FF Al,... A F G
A1, . A F (FAG)

. Konjunktionsbeseitigung (,—A"):

Al,...,Apt (FAG) Al,..., Ay (FAG)

d
AL A FF un AL A FG
. Disjunktionseinfihrung (,,+V"):
A, ..., AnFF und Ai,..., Ao F
AL,.... A F(FVG) AL A F(GVF)

. Disjunktionsbeseitigung (,—V"):

Ai,...,AnF (FVG) AL, Ay FFH A,... A, GFH
AL, A FH
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10.

11.

12,

. Negationseinfiihrung (,,+—"):

A1,...,An, F I false
A, ..., A —F

Negationsbeseitigung (,——"):

A1, ..., A, —F I false
A, ... A EF

Implikationseinfihrung (,,+ —"):

Al,... A FFG
A, .. A F(F=G)

Implikationsbeseitigung (,,— —") bzw. Modus Ponens (,MP*):

Ai,...,AnF (F = G) Al,... A F

AL AFG
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Beispiel
Beweis, dass die Formel (p A q) — (p V q) giiltig ist:

1. pAg F pAg (AR)

2. pAg F p (= A auf 1)
3. pAg F pVg (+V auf2)
4. F (pAg)—(pVq) (+— auf3)
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Man kann solche Beweise als Liste oder als Baum darstellen. Wenn man sie als Liste
darstellt muss man explizit angeben auf welche Formel man die Regeln anwendet.
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Quizfrage

Wie kann man mit dem Kalkil des natiirlichen SchlieBens beweisen, dass die Formel

p—(q—p)

giiltig ist?
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Antwort

Beweis:
1. pg F p (AR)
2. p F g—=p (+— aufl.)
3. F p—=(qg—p) (+— auf2)
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Quizfrage
Gegeben sei folgender Beweis, dass ((p — q) A p) — q giltig ist:

L (p=qAp F (p—=q)Ap

2. (p—qgAp F p—gq

3. (pP—qAp F p

4 (p—aqgAp F q

5 F ((p—=a)Ap)—gq

Welche Regel wurde bei jedem Schritt benutzt?

Schreibe zu jedem Schritt dazu auf welche vorangegangenen Formeln die angewandte
Regel sich bezieht.
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Antwort

L (p=>gnAp = (p=a)Ap (AR)

2. (p—= g9 Ap F p—g (= A aufl)

3. (p—=>g)Ap F p (= A auf 1))

4. (p—q)Ap F q (— — auf 2. und 3.)
5. F ((p—=q9)Ap)—q (+— auféd)
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Quizfrage

Gegeben sei folgender Beweis, dass (p — (g — r))

—(q—=r),p—q.p
—(q—=r)p—q.p
—(q—=r),p—q.p
—(q—=r),p—q,p
—(q—=r),p—aq.p
—(q—r),p—q,p
p (g—r)p—q
p—(qg—r)

Lo NOC R WD

T

T T T T T T T T

—(p— q) = (p — r) giltig ist:
p

p—(q—r)

p—q

q

q—r

r

p—r

(p—=q) = (p—r)

(p—=(@—=r)—=>(pp—q) —(p—r)

Welche Regel wurde bei jedem Schritt benutzt?

Schreibe zu jedem Schritt dazu auf welche vorangegangenen Formeln die angewandte

Regel sich bezieht.
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Antwort

LN W=

p—

—(q—r),
—(q—r),
—(q@—=r),p—aqp
= ( )
—(q—r),
—(@—r),p—aq,p

p—q,p
p—q,p
q—=r),p—q,p
p—q,p

(g—r)p—q
p—(q—r)

T T T T T T T T T

p
p—(q—r)
p—q

q

q—r

;

p—r

(p=q)—=(p—r)

(p=(@—=r)—

(p—q)—

(p—r)

(+—
(+—

auf 1. und 3.)
auf 1. und 2.)
auf 4. 5.)

auf 6.)

auf 7.)

auf 8.)
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Ein Kalkil heiBt , falls gilt:

Al,..., AnFF = Ay ... A =F.

Ein Kalkil heiBt , falls gilt:

Al....,AEF = Ay, ..., A FF.

Der Kalkiil des natirlichen SchlieBens ist in der Aussagenlogik sowohl korrekt als auch
vollstandig. Es gilt:

FFG < FEG < (F— G)istgiiltig.

Wenn die Gefahr besteht, dass man den Kalkil des natirlichen SchlieBens mit einem
anderen verwechselt, benutzt man z.B. auch ,Fnat”, statt nur F*

Auf Folie 485 sind wichtige Aussagen zu |= und - aufgelistet.
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Frege-Lukasiewicz-Kalkiil

Im Frege-Lukasiewicz-Kalkil (kurz FL-Kalkiil) sind nur die logischen Junktoren — und

= erlaubt. Fiir beliebige Formeln A;,..., A, F, G und H gelten folgende fiinf
Inferenzregeln.

1. Annahmeregeln (,,AR"):

furallei=1,...,n

Alv"‘aAn I_FL Ai

2. Axiom 1 (,Ax1"):

Al,...,An |‘|:|_ (F—)(G—) F))
3. Axiom 2 (,Ax2"):

AL, ..., AnFeL ((F = (G—= H)) = ((F = G) = (F — H)))
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4. Axiom 3 (,,Ax3"):

AL, .., An bRl (BF = =G) = (G — F))
5. Implikationsbeseitigung (,,— —") bzw. Modus Ponens (,MP"):

Al,...,AnFFLF—>G A, ..., Ap Rl F
AL, A Fr G

Wichtig!

Der FL-Kalkil gehort nicht zum normalen DS-Stoff. Er ist auf diesen Folien, weil er im

Wintersemester 13/14 in einer Aufgabe vorkam. Falls es dieses Semester nicht der Fall
ist, kann er ignoriert werden :-)
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.5. Pradikatenlogik
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.5. Pradikatenlogik
2.5.1. Wichtige Begriffe
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Syntax pradikatenlogischer Formeln

1. Jede Variable und jede Konstante ist ein Term.

2. Sind ty,...,t, Terme und f ein n-dres Funktionensymbol, dann ist f(t1,..., t,)
ebenfalls ein Term.

3. Sind ti,...,t, Terme und P ein n-dres Pradikatensymbol, dann ist P(ty,..., t,)
eine Formel.

4. Sind t und u Terme, dann ist t = u eine Formel.
5. Ist F eine Formel, dann ist auch —F eine Formel.

6. Sind F und G Formeln, dann sind auch (F A G), (FV G), (F — G), (F < G),
(F® G), (FAG) und (FV G) Formeln

7. Ist x eine Variable und F eine Formel, dann sind VxF und 3IxF ebenfalls Formeln.
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Wir gehen davon aus, dass jedes Symbol entweder als Variable, Konstante, Funktionen-
oder Pradikatensymbol benutzt wird und niemals als zwei Sachen gleichzeitig.

Fir Variablen benutzen wir meistens x, y, z, fiir Konstanten a, b, ¢, als
Funktionensymbole f, g, h und als Pradikatensymbole P, Q, R.

Der eines Vorkommens einer Variablen x in einer Formel F ist die
kleinste Unterformel von F der Gestalt VxG oder IxG, welche das Vorkommen enthélt. In
diesem Fall nennt man x

Wenn es diese Unterformel nicht gibt, dann ist der Giiltigkeitsbereich die Formel F selbst
und wir nennen x

Eine Formel ohne freie Variablen heiBt

Eine Formel, in der keine Variable sowohl gebunden als auch frei vorkommt, und hinter
allen vorkommenden Quantoren verschiedene Variablen stehen, heiBt

Durch Umbenennung der Variablen kann man jede Formel bereinigen :-)
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Strukturen
Eine Struktur S = (U, /) besteht aus einer Menge U (das Universum) und einer
partiellen Funktion / (die Interpretation), die:

» einer Variablen x ein Element aus U,

» einer Konstanten a ein Element U,

» einem k-stelligen Pradikatensymbol P eine Menge aus UX und
» einem k-stelligen Funktionensymbol f eine Funktion UX — U

zuordnet. Wir sagen, dass /(x), /(a), I(P) und /(f) die Interpretationen von x, a, P
und f unter S sind.

Eine Struktur S = (U, /) passt zu einer Formel F, falls die Interpretation / fiir alle in F
vorkommenden freien Variablen, Konstanten, Funktionen- und Pradikatensymbole
definiert ist.
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Das Universum U einer Struktur S kann endlich oder unendlich sein, aber nicht
leer!

Unéare und binare Pradikatensymbole lassen sich sehr schon modellieren:

Aritat des Pradikatensymbols  graphische Darstellung Intuition
unér (z.B. P(x)) als Venn-Diagramm »x hat die Eigenschaft"

,X ist in der Menge enthalten”
binar (z.B. P(x,y)) als Graph einer Relation ,x zeigt auf y*

X steht mit y in Relation"

Die Interpretation von Funktionen- und Pradikatensymbolen kann man sowohl
intensional als auch extensional angeben.
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Semantik pradikatenlogischer Formeln

Die Semantik einer Formel F ist eine Funktion [F], die jeder Struktur S, die zu F
passt, einen Wert [F](S) aus B = {0,1} zuordnet.

Fur alle Strukturen S = (U, 1) gilt folgende induktive Definition:

1. Sind ty,...,t, Terme und P ein Pradikatensymbol, dann gilt:
_ 1, falls (/(t1),...,1(ts)) € I(P)
[P(t1,....tn)](S) = { 0. sonst

2. Sind t und u Terme, dann gilt:

£ =u(s) = {33 e 1O =10
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3. Sind [F] und [G] die Semantiken zweier Formeln F und G, dann sind die
Semantiken von (F A G), (FV G), (F— G), (F <+ G), (F®G), (FAG) und
(F V G) analog zur Aussagenlogik definiert, z.B.:

[FAGIS) = { é Zilr';t[F](S) =1und [G](S) =1

4. Ist x eine Variable, G eine Formel und Sy._y4 die Struktur S mit dem einzigen
Unterschied xs__, = d, dann gilt:

- 1, falls es ein d € U gibt mit: [G](Sx.=q) =1
B3xCI(5) = 0, sonst
VxG](S) = 1, falls fir jedes d € U gilt: [G](Sx:=d) =1
0, sonst
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Eigenschaften pradikatenlogischer Formeln

Die Begriffe erfullbar, giltig, unerfillbar, falsifizierbar, Tautologie und Widerspruch
werden fiir pradikatenlogische Formeln analog definiert wie in der Aussagenlogik. Man
muss nur auf Folie 378 das Wort , Belegung" durch ,Struktur” ersetzen.

Auch hier gelten die Beziehungen aus Folie 381.
Eine Struktur S mit [F](S) = 1 wird von F genannt.
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Beispiel
In der Formel L 2, 3.
F =Vx3yP(x,y) N y¥x=P(x,y) N ¥x=P(x,x)

kann P als Relation interpretiert werden, fiir die folgendes gelten muss:

1. Fiir jedes Element x gibt es ein Element y, so dass x auf y zeigt.

2. Es gibt ein Element y, so dass fiir alle Elemente x gilt: x zeigt nicht auf y.

3. Fir alle Elemente x gilt: x zeigt nicht auf sich selbst.

Kiirzer:
1. Jedes Element x zeigt auf mindestens ein Element y.
2. Es gibt ein Element y, auf das kein Element x zeigt.

3. Kein Element x zeigt auf sich selbst.
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Gesucht ist eine Struktur S = (U, 1), die F erfiillt.

Graphisch:

N/

Formal: U = {1,2,3} mit

/(P) = {(173)7 (273)7 (372)}’
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Mehr Beispiele

Sei S =
»X schlagt y*

N wWN =

IxJy P(x,
IxVy
Vx3Jy
VxVy
dy3dx
dyVx
Vy3dx
VyVx

P(x,y
(
(
(
(
(
(
IxJy—-P(
(
(
(
(
(
(x
(x

)
?
)
)

X
X

X

X

X?
X7
X
X
X
X
X

"UE“U"U"U"U

)

IxVy-P
Vx3dy—-P
VXVyﬁP
Jydx-P(x,
Jyvx-P(x,
Vy3dx-P
VyVx-P

)

)

7

y)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

y
y
y
y
y
y
y
Y
y
y
y
Yy
y
y

7

(U, 1) eine Struktur mit U der Menge aller Gaste in einer Assi-Bar in der P(x, y) als
interpretiert wird. Dann erhalten wir folgende Interpretationen:

»,Jemand schlagt jemanden."
»,Jemand schlagt jeden.”
»Jeder schlagt jemanden.”
»Jeder schlagt jeden (Pogo!)
,Jemand wird von jemandem geschlagen.”
,Jemand wird von jedem geschlagen.”
»Jeder wird von jemandem geschlagen."
,Jeder wird von jedem geschlagen.”
»Jemand schlagt jemanden nicht."
»Jemand schlagt niemanden.”
»Jeder schlagt jemanden nicht.”
,Jeder schlagt niemanden.”
»Jemand wird von jemandem nicht geschlagen.”
»Jemand wird von niemandem geschlagen.”
»Jeder wird von jemandem nicht geschlagen.”
,Jeder wird von niemandem geschlagen.”
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Mogliche Modelle fiir die einzelnen Formeln sind:

R PAIF
AlA 4] |A
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Dass x und y unterschiedliche Variablennamen haben heiBt nicht, dass sie immer
auf unterschiedliche Elemente zeigen. Wenn im Beispiel jeder jeden schlagt, dann
muss sich auch jeder selber schlagen.

Die Ubersetzung von Pradikatenlogik ins Deutsche ist sehr schwierig! Bestimmt
habe ich im Beispiel einiges falsch formuliert.

Unter
http://de.wikipedia.org/wiki/Quantor

findet ihr viele hilfreiche Beispiele, um Quantoren besser zu verstehen.
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Quizfrage

Wir betrachten die Formel

F =Vx3Jy—P(x,y) A Vy3IxP(x, y).

Welche der folgenden Interpretationen [ fiir das bindre Pradikat P bilden zusammen

mit U = {1,2} ein Modell S = (U, /) fur F?

4 2 C4 2 4732 1 2
1 2) 1012 | Qe 2 |4 2)
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Antwort

Intuitiv besagt Vx3y—P(x, y), dass jedes Element auf mindestens ein Element nicht
zeigt und Vy3xP(x,y), dass jedes Element von mindestens einem Element ,, gezeigt
wird".

Die einzigen Interpretationen /(P) fir P tiber U = {1,2}, die F erfiillen sind:

{(1,1),(2,2)} wnd  {(1,2),(2,1)}
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.5. Pradikatenlogik

2.5.2. Logische Aquivalenz und Inferenz
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Logische Aquivalenz und Inferenz
Fiir beliebige Formeln F und G gilt:

F=G :< (fur alle passende Strukturen S gilt: [F](S) =1 < [G](S) =1)
F = G < (fur alle passende Strukturen S gilt: [F](S) =1= [G](S) =1)

Auch hier sind = und = ist nichts anderes als Relationen iiber Formeln.
Fir F = G sagen wir ,F und G sind aquivalent”.
Fir F = G sagen wir ,,G folgt aus F".
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Aquivalenz- und Folgerungsregeln fiir Quantoren
Seien F und G beliebige Formeln. Ein paar niitzliche Aquivalenzregeln sind:

—VxF = Ix—F —3IxF = Vx—F (De Morgan)
VxVyF = VyVxF dx3dyF = JydxF
IxVyF = Vy3IxF (Kommutativitat)

Vx(F A G) = VxF AVXG Ix(F v G) = 3IxF v 3xG
VxF V VxG = Vx(F V G) Ix(F A G) = 3xF A 3xG (Distributivitat)

IX(FAG)=3xFAG Ix(FVG)=3xFV G
Vx(FAG)=VxFAG Vx(FV G)=VxFV G (falls x in G nicht frei vorkommt)

Diese Regeln sind eine Erweiterung der Aquivalenzregeln fiir aussagenlogische Formeln (s. Folie 389).

481 /1411



Wichtige Aussagen zu Aquivalenzen

1. Fir eine beliebige Formel F gilt:

die Formel F ist giiltig <~ F =true
die Formel F ist unerfiillbar <= F = false

2. Firr zwei beliebige Formeln F und G gilt:

F=G <= die Formel (F < G) ist giltig
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Inferenzregeln fiir Quantoren
Firr beliebige Formeln Aq,..., A, F, G und jede Konstante a gelten folgende Regeln:

13. Allquantoreinfihrung (,,+V*): Falls a nicht in Ay, ..., A, oder F vorkommt:

AL,..., Ant F[x\a]
Al .. An & VxF

14. Allquantorbeseitigung (,,—V*):

Ai, ... A, FUXF
AL, .. AnF F[x\q]

15. Existenzquantoreinfiihrung (,,+3):

A, ..., Ap E F[x\a]
A, .. An b 3xF

16. Existenzquantorbeseitigung (,—3"): Falls a nicht in Ay,... , A,, F oder G vorkommt:

Ai, ... A b 3xF Av,... Ay Flx\aF G
A, .. AE G 483 /1411




Die Inferenzregeln fiir Quantoren sind eine Erweiterung der Inferenzregeln von
dem Kalkil des natiirlichen SchlieBens aus Folie 449.

Mit F[x\a] wird die Formel bezeichnet, die man erhalt, wenn man in F alle freien
Vorkommnisse von x durch a ersetzt.

484 /1411



Wichtige Aussagen zu Inferenzen

1. Fir eine beliebige Formel F gilt:

die Formel F ist giiltig < trueE F <

die Formel F ist unerfilllbar <= F = false
2. Fir zwei beliebige Formeln F und G gilt:

FE G <= die Formel (F — G) ist giltig
F=G «— FEGundGEF

3. Fir zwei aussagenlogische Formeln F und G gilt:
FFrG «— FEG
4. Fir zwei pradikatenlogische Formeln F und G gilt:

FFG = FEG

= F
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.6. Beweismethoden
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.6. Beweismethoden
2.6.1. Beweisen von Implikationen
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Wichtige Terminologie aus der Mathematik

>

Eine Annahme ist eine Aussage, bei der man davon ausgeht, dass sie wahr ist.
Annahmen werde auch Postulate, Hypothesen, Pramissen oder Axiome genannt.

Ein Satz ist eine Aussage, die aus den Annahmen folgt. Satze werden auch
Theoreme genannt.

Ein Beweis ist die korrekte und vollstandige (liickenlose) Argumentation dafiir,
dass ein Satz tatsachlich aus den Annahmen folgt.

Ein Lemma ist ein Hilfssatz, der im Beweis eines anderen (wichtigeren) Satzes
benutzt wird.

Ein Korollar ist ein Theorem, das leicht als Folgerung eines wichtigen Theorems
bewiesen werden kann.
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Struktur mathematischer Aussagen

Mathematische Aussagen kénnen als pradikatenlogische Formeln iiber einer geeigneten
Basisstruktur S formuliert werden. Dabei werden einzelne Teilaussagen wie folgt
ubersetzt:

Aussage Kompaktschreibweise  Pradikatenlogik
nicht F -F

Fund G FAG

F oder G FvG

Wenn F, dann G F— G F—G

F genau dann, wenn G F<—G F& G

Fir alle x € Agilt F VxeA:F Vx(A(x) = F)
Es gibt ein x € Afiirdas Fgilt IxcA: F Ix(A(x) A F)

Hierbei entspricht die Menge A genau der Interpretation des Pradikats A unter S, d.h.
As = A.
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Formale Beweise

Die zu beweisende Aussage F und die Annahmen Ag,..., A, werden als
pradikatenlogische Formeln formalisiert. Dann wird, mithilfe einer festgelegten Menge
von giiltigen Inferenzregeln, eine Herleitung fir

A, ...,A, b F
gesucht. Hier wird F Folgerung oder auch Conclusio genannt.

Leider sind formale Beweise viel zu kompliziert und aufwendig. Deswegen werden sie in
einer Mischung aus natiirlicher Sprache und Pradikatenlogik bewiesen. Ein informeller
Beweis wird dann akzeptiert, wenn man der Meinung ist, dass er sich formalisieren
lieBe.
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Grobe Vorgehensweise

Die Gestalt einer Aussage suggeriert, wie man vorgehen kdnnte. Die wichtigsten sind
auf folgender Tabelle aufgelistet:

Gestalt Vorgehensweise
nicht F Zeige, dass F nicht gilt.
Fund G Zeige F und G in zwei getrennten Beweisen.

F=G Fige F in die Menge der Annahmen hinzu und zeige G.
F oder G Zeige: nicht F = G. (Alternativ zeige: nicht G = F.)
F—= G Zeige: F =— G und G = F.

Vx € A: F Sei x ein beliebiges Element aus A. Zeige dann F.

dx € A: F Sei x ein konkretes Element aus A. Zeige dann F.

Auf diese Weise wachst im Laufe des Beweises die Menge der Annahmen.
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Schreibweisen fiir Beweise
Beweise werden oft als FlieBtext geschrieben. Ich personlich bevorzuge es, Beweise wie
folgt zu strukturieren:

Annahmen: A;, A, ..., A,
Zu zeigen: Aussage F
Beweis: Es gelten A1, Ao, ..., An.

— Esfolgt F;. (Begrindung fir Fy)
—> Es folgt F,. (Begrindung fir F;)
— Esfolgt F3. (Begrindung fiir F3)

O
Zum Zeitpunkt, an dem die Folgerung F; begriindet werden muss, wurden alle
Folgerungen F1,..., F;_1 in die Menge der Annahmen hinzugefiigt. D.h. man kann, um
F; zu begriinden, alle Annahmen A;, ..., A, und Folgerungen F1,..., F;i_1 benutzen.
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Man kann eine Folgerung kommentieren oder nicht (je nachdem wie trivial sie ist!)

Man kann die benutzten Annahmen bzw. Aussagen (iber dem entsprechenden
Implikationspfeil schreiben, z.B.:

Annahme 2

=

Lemma 25

=

Satz von_Euler
—

Diese strukturierte Schreibweise wurde in Folien 148 - 205 oft benutzt. In den
nachsten Beispielen wird sie fiir andere Beweise benutzt.
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Erstes Beispiel
Satz:
Seien A und B endliche Mengen und f : A — B eine Funktion. Wenn f
injektiv und nicht surjektiv ist, dann ist die Kardinalitat von A kleiner als die
von B.
Annahmen:
> AL, |B| < oo,
» f:A— B,
> f injektiv,
» f nicht surjektiv.

Zu zeigen: |A| < |B].
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Beweis: Aus den Annahmen folgt:

<1

—  Fiir alle b € B gilt |f~1(b)|
1(b)l

—> Esgibtein b€ B mit |f~
= |Al =X pep|f (D)
= Y pep\(py [FH(D)]
< Ybep\{by 1
=Bl -1
< |B|.

(da f injektiv)

(da f nicht surjektiv)

(s. Folie 329)

(sei b’ € B mit |f~1(b')| = 0)

(da [f~1(b)| < 1 fir alle b € B)
(|B] — 1 Summanden in der Summe)
(da [A],|B| < )
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Zweites Beispiel
Satz:

Sei n € 7 ungerade. Dann ist auch n® ungerade.

Annahme: n € Z ungerade.
Zu zeigen: Ik € Z : n®> =2k + 1.
Beweis: Aus den Annahmen folgt:

—> Esgibtein/ € Z mit n=2/+1. (da n ungerade)
= n?=(2/+1)?
=417 441 +1
=2(27 +2)+1.
— Esgibt ein k € Z mit n> =2k +1. (namlich k = (212 +2/).)
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Drittes Beispiel
Satz:
Sei f : X — Y eine Funktion und M, N C Y beliebige Mengen. Dann gilt:

fYMUN) C FYM)UFYN).

Annahmen:
» XY,
» MNCY,
» x € f1(MU N) beliebig.
Zu zeigen: F1(MUN) C £~H(M) U F1(N).
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Beweis: Sei x € f1(M U N) beliebig.

x € FY{MUN) (s. Folie 304)
f(x) e MUN

f(x) € M oder f(x) e N

x € f~Y(M) oder x € F1(N) (s. Folie 304)
x € fTYM)U FL(N)

FEEy

Erinnerung: A C B heiBt nichts anderes als Vx € A: x € B.
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Viertes Beispiel
Satz:
Sei f : X — Y eine Funktion und M, N C Y beliebige Mengen. Dann gilt:

MCN = f1(M)CFYN).

Annahmen:
» f: X =Y,
» MMNCY,
» MCN,
Zu zeigen: M C N = f~}(M) C F~Y(N).
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Beweis: Sei x € f~1(M) beliebig.

= f(x)eM (s. Folie 304)
= f(x)eN (wegen M C N)
= x¢€fY(N) (s. Folie 304)

Erinnerung: A C B heiBt nichts anderes als Vx € A: x € B.
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Quizfrage

Wie kann man folgende Aussage beweisen?

Sei f : X — Y eine Funktion und M C 'Y eine beliebige Menge. Dann gilt:

FH (M) C FH(M).

Hinweise:
» Benutze Folie 304.
» Vergiss nicht, dass A C B nichts anderes als Vx € A : x € B heiBt.
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Antwort

Annahmen: f : X — Y, M C Y und x € f~1(M) beliebig.
Zu Zeigen: f~1(M) C f~1(M).

Beweis: Sei x € f~1(M) beliebig.

= f(x) e M. (Folie 304)
= f(x) ¢ M.

= x ¢ fY(M). (Folie 304)
= x e f~}{(M).
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Quizfragen

Seien f : A— B und g : B — C beliebige Funktionen iiber Mengen A, B und C. Wie

kann man folgende Implikationen beweisen?
1. f und g injektiv => g o f injektiv,
2. f und g surjektiv = g o f surjektiv,
3. gof injektiv = f injektiv,
4. gof surjektiv => g surjektiv.
Erinnerungen:
» Fir ein beliebiges x € A gilt: (g o f)(x) = g(f(x)).
» Es gilt:

f injektiv <= (Vaj,ax € A:f(a1) =f(a2) = a1 = a»)
f surjektiv <= Vbe B:Jac A:f(a)=0b
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Antworten

1. Annahmen: f : A— B und g : B — C injektiv.
Zu zeigen: g o f injektiv, also:

Vaj,ax € A:(gof)(a1) =(gof)(ax) = a1 = an.

Beweis: Seien aj, a, € A beliebige Elemente mit (g o f)(a1) = (g o f)(a2).

= g(f(a1)) = &(f(22))-
= f(a1) = f(a2). (da g injektiv)
— a = ap. (da f injektiv)
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2. Annahmen: f : A— B und g : B — C surjektiv.
Zu zeigen: g o f surjektiv, also:

Vcee C:JacA:(gof)(a)=rc.

Beweis: Sei ¢ € C ein beliebiges Element.

LEl

Es gibt ein b € B mit g(b) = c. (da g surjektiv)
Es gibt ein a € A mit f(a) = b. (da f surjektiv)
g(f(a)) = c.

Es gibt also ein a € A mit (go f)(a) = g(f(a)) = c.
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3. Annahme: f : A— Bund g: B — C mit go f injektiv.
Zu zeigen: f injektiv, also:

Vai,ap € A: f(a1) = f(a2) = a1 = a».

Beweis: Seien aj, ap € A beliebige Elemente mit f(a1) = f(az).
—  &(f(a1)) = &(f(a2)).
= (gof)(a1) = (gof)(a)

= a; = ap. (da g o f injektiv)

506 /1411



4. Annahme: f : A— Bund g: B — C mit g o f surjektiv.
Zu zeigen: g surjektiv, also:

Vce C:3be B:g(b)=c.

Beweis: Sei ¢ € C ein beliebiges Element.

= Esgibteinac Amit (gof)(a) =c. (dago f surjektiv)
— g(f(a)) =c.
— Es gibt also ein b € B mit g(b) =c. (namlich b = f(a))
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Beweistypen fiir Implikationen

Die meisten Aussagen in der Mathematik sind Implikationen, d.h. sie haben die Gestalt
F=G.

Solche Aussagen kann man auf verschiedenen Weisen beweisen:
» Direkter Beweis:
»Fuge F in die Menge der Annahmen hinzu und zeige G."
» Indirekter Beweis:
~Flge nicht G in die Menge der Annahmen hinzu und zeige nicht F."
» Beweis durch Widerspruch:

~Fluge F und nicht G in die Menge der
Annahmen hinzu und zeige ein Widerspruch."
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Als logische Formeln formuliert, entspricht der direkte Beweis der Formel F — G, der
indirekte Beweis der Formel -G — —F und der Beweis durch Widerspruch der Formel

(F A —=G) — false.

Diese Beweismethoden sind korrekt, weil die drei Formeln dquivalent zueinander sind:

FlellFl=]6] 6= -F](F

A —G) | — | false |

0

0
1
1

0

1
0
1

0

0
1
1

1

1
0
1

0

1
0
1

O = O =

1

1
0
1

[ e

= = O O

0

0
1
0

1

0
1
0

1

1
0
1

0

0
0
0
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.6. Beweismethoden

2.6.2. Vollstandige Induktion
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Vollstandige Induktion
Fir Aussagen der Form

.Fir alle n € Ng mit n > ng gilt die Aussage A(n)

reicht es, die Aussagen
A(no) und Vn>no:(A(n) = A(n+1))

zu beweisen. A(ng) wird Induktionsanfang (1.A.) und ¥n > ng : A(n) = A(n+1)
Induktionsschritt.

Um den Induktionsschritt zu zeigen, zeigen wir den Induktionsschluss (1.S.) A(n+ 1),

unter der Annahme, dass die Induktionsvoraussetzung (1.V.) A(n) fiir ein beliebiges
aber festes n > ng gilt.
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Bei Induktionsbeweisen beweisen eine Aussage A(n) fiir alle n € N mit n > ng
nach folgendem Domino-Prinzip:

A(no) — A(no + 1) — A(no —|-2) — A(no +3) — A(no —|-4) — ...

Man nennt den Induktionsanfang auch und die
Induktionsvoraussetzung auch
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Beispiel
Satz:
Sei x € R beliebig mit x > —1. Dann gilt fiir alle n € No: (1 + x)" > 1+ nx.

Beweis:

LA, Firn=0: (1+x)°=1=1+0x. v

[.V. Angenommen, es gilt (1 + x)” > 1+ nx fiir ein beliebiges aber festes n € Ny.
.S.

(L+x)"™ = (1+x) - (1+x)"

L.V.
> (14 x)- (14 nx)

=14 x + nx + nx?
> 1+ x+ nx (nx?> >0 da n,x* > 0)
=1+ (n+1)x
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Noch ein Beispiel
Satz:

Fiir alle n € Ng mit n > 4 gilt: 2" > n?.

Beweis:

LA, Firn=4:2*=16=4%. v

I.V. Angenommen, es gilt 2" > n? fir ein beliebiges aber festes n € Ny mit n > 4.
[.S.

LV. (%)

2l —2.2" > 2.2 =n>4n-n>n’+4n=n’>+2n+2n
(%)
>n’4+2n4+2-4>n4+2n4+1=(n+1)>

Bei (*) wurde die Annahme n > 4 benutzt. O
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Ein letztes Beispiel
Satz:

Fiir alle n € Ny gilt: Eine Pizza ldsst sich mit n geraden Schnitten in
héchstens "("H) + 1 Stiicken teilen.

Beweis:

[.LA. Fiir n = 0: Mit keinem Schnitt ist die Pizza noch ganz, d.h. sie besteht aus einem
Stiick. Tatsachlich gilt: 2% 1 -1, v

[.V. Angenommen, fiir ein beliebiges, aber festes n € Ny lasst sich die Pizza mit n
geraden Schnitten in hochstens "("H) + 1 Stiicken teilen.
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I.S. Der (n+ 1)-te Schnitt schneidet jeden der ersten n Schnitte héchstens einmal. In
diesem Fall wiirde man genau n + 1 Stiicke zweiteilen. Durch den (n+ 1)-ten
Schnitt, kommen also zu den hdchstens w + 1 Stiicken hochstens n+ 1 dazu.

Das ergibt:

1 1)+2 1
LIGR  I Clt) ekelCle  BY
2 2
n +3n+2
=~ 41
2

Pizzastlicke.
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Wieso entstehen n + 1 neue Stiicke, wenn man mit dem (n + 1)-ten Schnitt alle
anderen n Schnitte trifft?

Zwischen je zwei getroffenen Schnitten befindet sich ein Stiick Pizza und vor dem
ersten und nach dem letzten Schnitt jeweils auch eins. Im Bild haben wir mit dem 5.
Schnitt alle anderen 4 getroffen. Dadurch sind 5 neue Stiicke entstanden.
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Natdirlich ist das letzte Beispiel eher uniiblich und mehr als Motivation fiir euch
gedacht :-)

Auf den nachsten Folien gibt es Rezepte, Beispiele und Quizfragen zu folgenden
Klassen von Aussagen:

Summen und Produkte (ab Folie 519),
Rekursionsgleichungen (ab Folie 537),
Teilbarkeitsaussagen (ab Folie 551).
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Rezept
Frage: Wie beweist man eine Aussage A(n) liber eine Summe 3°p_ a) bzw. iiber ein
Produkt [Tg_,, ax?

Methode:

[.LA. ng fir n einsetzen und die Aussage A(ng) Uberpriifen.

[.V. ,Angenommen, es gilt A(n) firr ein beliebiges, aber festes n > np."

|.S. Die Aussage A(n+ 1) auf A(n) mit folgendem Trick zurickfithren und die .V. auf
> k=n, @ bzw. [Tk_, ax anwenden:

n+1 n
Z ag=a1+...+tap+apy1 = Z ai + an+1
N—————
k=ng n k=ng
Zk:no ak
n+1 n
H dk =4ai-... ap-dpt+l1 = H dk * dn+1
——
k=ng n k=ng
Hk:no ak
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Beispiel
Satz:
Fiir alle n € Ng gilt: "%, ok —ontl 1.
Beweis:
LA Firn=0: Y9 g2k=20=1=2-1=20"1 1. ¢
[.V. Angenommen, es gilt > }_, 2k = 27+l _ 1 fiir ein beliebiges, aber festes n € No.
I.S.

+1
nz: ok _ Xn:2k 4o+l 1Y (21 1) 4 2mtl . ontl = ont2
k=0 k=0
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Noch ein Beispiel
Satz:

. . n 1
Fiir alle n € N gilt: Y7_; k = 208,

Beweis:

LA, Firn=1: Y4 k=1=20 "

I.V. Angenommen, es gilt Y7 _; k = "(”H) fiir ein beliebiges, aber festes n € N.

[.S.
n+1

1 1 2 1 1 2

Zk—2k+ +1'Y n(n; ) png1 = "t );r (n+1)_(n+ )2(”+ )
k=1
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Ein letztes Beispiel
Satz:

Fiir alle n € Ng gilt: [[i_o 9% = 37(n+1),
Beweis:
LA, Fiir n=0:T[2_q9% =9° =1 =130 =300+1)
[.V. Angenommen, es gilt [];_, 9k = 37(n+1) fiir ein beliebiges, aber festes n € N.
I.S.
n+1
H ok — H gk .gn+1 1V LV - gn(n+1) gnt+l _ gn(nt1)  32(n+1)

— 3n(n+1)+2(n+1) — 3n2+3n+2 — 3(n+1)(n+2)'
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Quizfrage

Wie kann folgender Satz mit vollstandiger Induktion bewiesen werden?

Fiir alle n € Ng gilt: >"%_o Tlﬂ =1- 2n1+1-
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Antwort
Beweis:
- . 0 1 1 1 _ 1
[.A. FUrnZO.Zkzow—20+1—§—1_ 0F1 v

|.V. Angenommen, es gilt > 7_, %% =1 — 557 fur ein beliebiges, aber festes n € No.
l.S.

n+1 n

1 1 IRV 1 L

k; ok+1 kz::o k1 T onia (1 - 2n+1> T oni2
2 1 1

=l-omtar=1"7mn
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Quizfrage
Wie kann folgender Satz mit vollstandiger Induktion bewiesen werden?
Fiir alle n € N gilt: >7_1(2k — 1) = n?.
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Antwort
Beweis:
LA Firn=:t_12k-1)=2-1-1=1=1% v

|V. Angenommen, es gilt >.7_,(2k — 1) = n? fiir ein beliebiges, aber festes n € N.
I.S.

n+1 n

S k-1) =S (2k-1)+2(n+1) - 1'F P +2(n+1) —1=(n+1)%
k=1 k=1
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Quizfrage

Sei g € R\ {0, 1} beliebig. Wie kann folgender Satz mit vollstandiger Induktion
bewiesen werden?
qn+1_1

Fiir alle n € No gilt: 7_o q* = T+
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Antwort
Beweis: Sei g € R\ {0, 1} beliebig.

LA Firn=0:9 ogk=¢"=1= qoifl- 4

|.V. Angenommen, es gilt >>7_, gX = q";_lzl fir ein beliebiges, aber festes n € Np.
l.S.

1
n+ kK n k| n+l Il/ﬁ n+1—qn+1_1+qn+1(q_1)—qn+2_1
Zq _Zq +q = 1 +q — - _ —.
k=0 k=0 q- q— q-—

d
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Quizfrage
Wie kann folgender Satz mit vollstandiger Induktion bewiesen werden?

Fir alle n € N gilt: Y7_1(2k — 1)? = 4m=n,
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Antwort

Beweis:

A Firn=1%} ,(2k—12=(2-1—-12=1=4L-1

3

|.V. Angenommen, es gilt >°7_;(2k —1)% = an’—n

I.S.

5 fur ein beliebiges, aber festes n € N.

n+1 n

v, 4n3 —n 5
(k=12 =) (2k—1°+(2(n+1) —1)* = 5 T+ -1
k=1 k=1
4’ —n+3(2n+1)? 40’ +12n° +12n—n+3
B 3 - 3
4 +3m+3n+1)—(n+1) 4(n+1)°—(n+1)
B 3 B 3 '
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Quizfrage

Wie kann folgender Satz mit vollstandiger Induktion bewiesen werden?

1_X(2n+1)
1—x .

Fiir alle n € No und x € R\ {1} gilt: [[j_o (1+x(2')) =
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Antwort
Beweis: Sei x € R\ {1} beliebig.

0+1
LA Fiir n = 0: T2, (1 + x(2k)) =14 x(F) =14 x = 02000 _ l‘Xl(_QX ) v
X (2n+1)
|.V. Angenommen, es gilt [];_g (1 —|—x(2 )) = Hﬁ fuir ein beliebiges, aber festes
n € Np.
.S.
L (0 x@)) = T (1)) (1 @) 2 L)y ey
k=0 k=0
n+1 nt1 1) 2 !
_ (]_ — X(2 )) (]_ +X(2 )) (*:) 1— (X(2 )) _ 1— X(2 +2)
1—x 1—x 1—x
Bei (*) wurde die dritte binomische Formel benutzt: (a + b)(a — b) = a* — b. O
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Quizfrage

Seien ai, ..., a, € R beliebige reelle Zahlen mit a1, ..., a, > 0. Wie kann folgender
Satz mit vollstandiger Induktion bewiesen werden?

Fiir alle n € N mit n > 2 gilt: TI}_1(1 4+ ax) > 1+ [15—q a-
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Antwort

Beweis: Seien ay, ..., a, € R beliebige reelle Zahlen mit a;,...,a, > 0.
LA Firn=2:(1+a1) - 1+a)=14+a1+a+ar-a>1+a-a VvV
—
>0
|.V. Angenommen, es gilt [T;_;(1 + ax) > 1+ []}_; ax fir ein beliebiges aber festes
n>2.
.S.
n+1 n
H 1+ak 1+ak) (1+a,,+1)
k=1 k=1
<1 + H ak> (1+ ant1)
n+1 n+1
:1+Hak—|—an+1+Hak>1+Hak
k=1 k=1 k=1
>0
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Quizfrage

Seien Aj, ..., A, beliebige Mengen. Wie kann folgender Satz mit vollstandiger
Induktion bewiesen werden?

Fiir alle n € N gilt:

U A=) A«
k=1 k=1

Hinweise:

» Der Fall n = 2 entspricht genau der Regel von De Morgan: AU B = AN B. Diese
darf als bewiesen angenommen und im Beweis benutzt werden.

» Der Ausdruck (J;_; Ak ist zwar weder eine Summe noch ein Produkt, aber das
Prinzip lasst sich hier auch anwenden ;-)
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Antwort
Beweis: Sei Aj, Ay, ... eine Folge beliebiger Mengen.
LA, Firn=1:neN: U,l(zl A=A = ﬂ}(:;lAik- v

|.V. Angenommen, es gilt U7_; Ax = Ni_ A fiir ein beliebiges, aber festes n € N.
1.S.

n+1 n

n n n+1
UAk: UAkUAn+1 (:) UAkmAn—H I;/. mAkmAn—f—l: mAk.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Bei (*) wurde die Regel von De Morgan benutzt. O
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Rekursionsgleichungen

Sei f : Ng — R eine beliebige Funktion und n € Ny. Eine Rekursionsgleichung vom
Grad d ist eine Gleichung, die den Funktionswert f(n+ 1) in Abhangigkeit von
f(n),f(n—1),...,f(n—d+ 1) darstellt. Gibt man zu einer solchen
Rekursionsgleichung auch die sogenannten Anfangsbedingungen
f(0),f(1),...,f(d — 1) mit an, so wird f eindeutig definiert.
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Beispiel

Die Funktion f(n) = n? kann durch die Rekursionsgleichung

vom Grad 3 mit Anfangsbedingungen (0) =0, f(1) = 1 und f(2) = 4 definiert

werden.

Es gilt f(0) =0, f(1) =1, f(2) =4 und:

f(n+1)=3f(n)—3f(n—1)+f(n—2)

16
25
36
49
64
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Rezept

Frage: Sei f : Ng — R eine Funktion. Wie beweist man, zu einer gegeben
Rekursionsgleichung von Grad d fiir f mit Anfangsbedingungen
f(0),f(1),...,f(d — 1), eine Aussage A(n) tuiber f(n)?

Methode:

I.LA. A(n) fir n=0,...,d — 1 mithilfe der Anfangsbedingungen uberpriifen.

[.V. ,Angenommen, es gelten A(n),A(n—1),...,A(n—d + 1) fir ein beliebiges, aber
festesn>d — 1"

|.S. Mithilfe der Rekursionsgleichung f(n+ 1) auf f(n),f(n—1),...,f(n—d+1)
zuriickfiihren und die I.V. auf sie alle anwenden.
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Der entstehende Domino-Effekt bei solchen Beweisen ist:

AQ),... A(d — 1) "O=AD g
AL a4 1)
AR)...A(d+1) Ad+2)
ACL_AdE2) - p g 4 3)
AD-ATE) A 4 8)
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Beispiel
Satz:
Sei f : Ng — Ny eine Funktion mit f(0) = 0 und

f(n+1)=fFf(n)+2n+1
fiir alle n > 0. Dann gilt fiir alle n € Ng: f(n) = n?.

Der Grad dieser Rekursionsgleichung ist 1.
Beweis:

LA, Firn=0: f(0)=0=0% v
|.V. Angenommen, es gilt f(n) = n? fiir ein beliebiges aber festes n € Ny.

1.S.
f(n+1)=Ff(n+2n+1'Y 2 +2n+1=(n+1)>2

|
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Noch ein Beispiel
Satz:

Sei f : Ng — Ny eine Funktion mit f(0) =1, f(1) =3, f(2) =5 und
f(n+1)=3f(n)—3f(n—1)+f(n—2)
fiir alle n > 3. Dann gilt fiir alle n € No: f(n) =2n+ 1.

Der Grad dieser Rekursionsgleichung ist 3.
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Beweis:

[.A.
n=0: f0)=2-0+1=1 v
n=1: f(1)=2-1+1=3 vV
n=2: f2)=2-2+1=5 v

[.V. Angenommen, es gelten die Gleichungen
f(n)=2n+1, f(n—1)=2(n—-1)+1, f(n—-2)=2(n—2)+1

fiir ein beliebiges, aber festes n € Ng mit n > 3.
.S.

f(n+1)=3f(n) —3f(n—1)+f(n—2)

'L 320 +1) - 3(2n—1)+ 1)+ (2(n—2)+1) =20 +3=2(n+1)+ 1.
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Ein letztes Beispiel
Satz:

Sei f : Ng — Ny eine Funktion mit f(0) =0, f(1) =4 und
f(n+1)=2f(n)+3f(n—1)
fiir alle n > 2. Dann ist f(n) fiir alle n € Ny gerade.

Der Grad dieser Rekursionsgleichung ist 2.

544 /1411



Beweis:

[.A.
n=0: f(0)=0ist gerade v
n=1: f(1)=4ist gerade v

I.V. Angenommen, f(n) und f(n — 1) sind fiir ein beliebiges, aber festes n € Ny mit
n > 2 beide gerade.

|.S. Weil f(n) und f(n— 1) laut V. gerade sind, sind auch 2f(n) und 3f(n — 1)
gerade. Daraus folgt, dass f(n+ 1) = 2f(n) + 3f(n — 1) ebenfalls gerade ist, da
die Summe von geraden Zahlen wieder gerade ist. a
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Quizfrage
Sei f : Ng — Ny eine Funktion mit £(0) =0, (1) = 2 und

f(n+1)=3f(n)—2f(n—1)
fir alle n > 1.

Wie kann man mit vollstandiger Induktion beweisen, dass f(n) = 2"+ — 2 fiir alle
n € Ny gilt?

Hinweis: Die Rekursionsgleichung hat Grad 2.

546 /1411



Antwort

Beweis:

LA.
n=0: f0)=21-2=2-2=0 v
=1: f(1)=22-2=4-2=2 ¢

[.VV. Angenommen, es gelten die Gleichungen
f(n)=2""1 -2 und f(n—1)=2"-2

fiir ein beliebiges, aber festes n > 1.
[.S.

f(n+1) =3f(n) — 2f(n— 1) 'Y 3(2"1 —2) — 2(2" — 2)
=3.2"1 _6_-2.2"44=3.2m1 _ontl 9
=(3-1)2"l—2=0.2m1 _p—0m2_»

[}
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Quizfrage

Ein Gartenzaun besteht aus n nebeneinander stehenden Pfahlen. Jeder Pfahl soll mit
einer der Farben gelb, rot und blau so gestrichen werden, dass die Anzahl an blauen
Pfahlen gerade ist. Sei f(n) die Anzahl an Farbkombinationen bei n Pfahlen.

1. Wieso gilt f(n+ 1) = f(n) + 3" mit f(1) =27
2. Wie kann man mit vollstandiger Induktion die Gleichung f(n) = —3"2“ fur alle
n € N zeigen?

Hinweise zu 1.:
» Stell f(n+ 1) zunachst in Abhangigkeit von f(n) dar.

» Fir n Pfahle gibt es insgesamt 3" Farbkombinationen. Bei f(n) davon ist die
Anzahl an blauen Pfahlen gerade, bei 3" — f(n) ungerade.
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Antwort

1. Méchte man n+ 1 Pfahle farbig streichen, so muss man fiir den (n + 1)-ten Pfahl
folgende drei Falle betrachten:

(2,7,...,2.g) (2,2,...,2,r) (2,7,...,7,b).
N———— N—— ————
blau gerade blau gerade blau ungerade

Fir die ersten zwei Falle gibt es jeweils f(n) Moglichkeiten, fiir den dritten sind es
3" — f(n). Wir erhalten also die Formel

f(n+1)=f(n)+ f(n)+3"—f(n).

Es folgt f(n+ 1) = f(n) + 3" mit f(1) = 2.
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2. Beweis:

LA Firn=1:f(1)=2=34 v

|.\V. Angenommen, es gilt f(n) = 3"2—“ fur ein beliebiges aber festes n € N.

.S.

3"+1 3"4142-3"7 3.3"41 34

n
2+3 2 2 2

f(n+1) = f(n) +3"'<

d
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Rezept

Frage: Gegeben sei eine Zahl x € Z und eine Funktion f : Ng — Z. Wie beweist man
eine Aussage A(n) der Form ,,f(n) ist fir alle n € Ny durch x teilbar"?

Methode: Fiir beliebige x,y € Z gilt:
x|y = Jke€eZ:y=k-x

(s. Folie 150).
[LA. 0O fiir n einsetzen und die Aussage x | £(0) tUberprifen.

[.V. ,Angenommen, es gilt x | f(n) fiir ein beliebiges, aber festes n > 0, d.h. es gibt
ein k € Z mit f(n) = k- x"
|.S. Den Ausdruck f(n+ 1) auf f(n) zuriickfiihren und die I.V. auf f(n) anwenden.
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Beispiel
Satz:
Fiir alle n € Ng gilt: 3 | n + 2n.
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v

Beweis:
lLA. Fiir n=0: Es gilt 034+2-0=0und 3| 0.
[.V. Angenommen, es gibt fiir ein beliebiges aber festes n € Ny

ein k € Z mit n® +2n= k- 3.
(n+13+2(n+1)=n+3n*+3n+1+2n+2
=n+2n+(nP+n+1)-3
Ig/'/<~3+(n2—|—n+1)-3
=(k+n+n+1)-3
0

I.S.

Es gibt also ein k' € Z mit (n+ 1)* +2(n+ 1) = k' - 3, namlich
553 /1411
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Noch ein Beispiel
Satz:

Fiir alle n € Ny gilt: 5| (=2)" + 4 - 3".

554 /1411



Beweis:
ILA. Firn=0: Esgilt (-2)°+4-3°=1+4.-1=5und5|5 Vv
[.V. Angenommen, es gibt fiir ein beliebiges aber festes n € Ny
ein k € Z mit (—2)"+4-3"=k-5.
[.S.

(=2)"t 4 4.3M = 2. (=2)"+3.4.3"
=(-5+43)-(—2)"+3-4-3"
=—5.(=2)"+3-(—2)"+3-4-3"
=—5-(=2)"+3-((=2)"+4-3"
'Y 5. (=2)"+3 k-5
=(-1-(=2)"+3-k)-5

Es gibt also ein k' € Z mit (—2)"1 +4.3""1 = K/ . 5 namlich
k'=—-1-(=2)"+3-k. O
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Letztes Beispiel
Satz:

Fiir alle n € Ng gilt: 19 | 5-23m+1 4 3342,
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Beweis:

lLA. Fiirn=0: Es gilt 5-2%0t1 133042 = 5.2 432 =19 und 19| 19. Vv
[.V. Angenommen, es gibt fiir ein beliebiges aber festes n € Ny ein k € Z mit
1S, 5. 23n+1 4 33n+2 = k-109.

5. 03(nt1)+1 | 33(n+1)+2 _ g . 5. 230+l 4 97 33n+2
= (=19 4+ 27) - 5. 231 4 07. 332
= —19.5.23m1 L 97.5.231+1 4 p7.33n+2
= —19.5.23m1 | 97. (5. 2301 4 33n+2)
Y _19.5.2301 4 07, k. 19
= (-5-23""1 127 k)- 19

Es gibt also ein k' € Z mit 5 - 23(n+1)+1 4 33(n+1)+2 — 4/ 19, namlich
k' = —5.23n+1 L 27 . k.

d
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Quizfrage

Wie kann man mit vollstandiger Induktion zeigen, dass 5" — 2" fiir alle n € Ny durch 3
teilbar ist?
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Antwort
Beweis:
A Firn=0:Esgilt5°—2°=1-1=0und3|0. v

[.\V. Angenommen, es gibt fiir ein beliebiges aber festes n € Ny ein kK € Z mit
57 —2" =k 3.

l.S.

57t 2"t =5.5"—2.2"
=(3+2):5"—2-2"
=3.5"42.5"—2.2"
=3.5"+2(5"-2")
£3.5" 42 k-3
= (5"+2 k)3

Es gibt also ein k' € Z mit 571 — 21 = /. 3 namlich 5" + 2 - k. a
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Noch nicht genug gehabt? Noch durstig nach Induktionsaufgaben? Versuchts doch
hiermit:

http://wuw.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf

Themengebiete A-E sind fiir uns interessant.

560 / 1411


http://www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf

Starke Induktion
Die starke Induktion funktioniert analog zur vollstandigen Induktion mit dem
Unterschied, dass der Induktionsschritt die Gestalt

Vn > ng: (A(ng),...,A(n)) = A(n+1)

hat. D.h. man hat eine Menge {A(no), ..., A(n)} von Annahmen zur Verfiigung, von
denen man beliebig viele benutzen darf.

Die vollstandige Induktion ist ein Spezialfall der starken Induktion.

Starke Induktion ist ein super spannendes Thema, aber leider fiir DS nicht relevant ;-)
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Beispiel
Satz:

Sei f : Ng — Ny eine Funktion mit f(0) =1 und f(n+ 1) =1+ >}, (k).

Dann gilt fiir alle n € No: f(n) = 2".

Beweis:

LA. Firn=0: f(0)=1=2% v

I.V. Angenommen, es gilt fiir ein beliebiges aber festes n € Ny die Gleichung
f(k) =2k fir alle k =0,...,n, d.h.:

Fin+1) =1+ Fk)'" Y143 ok W1yt 1) =onit
k=0 k=0

(*) siehe Folie 520.

d
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.7. Wachstum von Funktionen
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.7. Wachstum von Funktionen
2.7.1. Wichtige Begriffe
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Funktionen auf der Uberholspur
Der Ausdruck
dng € N:Vn > no: f(n) > g(n)

bedeutet fir Funktionen f, g : N — R, dass f(n) an einer bestimmten Stelle die
Funktion g(n) tberholt und ab dann immer gréBer ist. Analog fiir <, < und >.

Beispiel
f(n) tberholt g(n):

........
.......
....

rot: f(n), blau: g(n). 565 / 1411



Es gibt auch Funktionen f und g bei denen keine die andere liberholt. Dies passiert
z.B. bei Funktionen die , hin- und herschwingen". Solche Funktionen sind typischerweise

f(n)=(-1)", f(n) = sin(n), f(n) = cos(n)

oder Funktionen, die etwa so definiert sein kénnten:

) ..., falls n gerade
fln) = { ..., falls n ungerade °
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Beispiel
f(n) und g(n) tberholen sich gegenseitig nicht:

o
oot
0"
.....
.....
i
....
.....
00

..........

rot: f(n), blau: g(n).
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Konstante Faktoren

Sei ¢ € R*. Die Kurve von c - g(n) ist nichts anderes als die von g(n), aber senkrecht

gestreckt (falls ¢ > 1) bzw. gestaucht (falls ¢ < 1).

Beispiel

I N

blau: ¢ - g(n) fiir verschiedene c € R™.

RT = {x € R|x > 0} ist die Menge aller positiven reellen Zahlen.
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Klein-O
Seien 7, g : N — R beliebige Funktionen. Dann gilt:

feolg) <= VceR":3npeN:Vn>ng:|f(n)] <c-g(n).

Wir sagen , f wachst langsamer als g und schreiben oft auch f < g.

o(g) enthilt alle Funktionen f, die fiir alle ¢ € R* von ¢ - g(n) iiberholt werden.

c - g(n) tberholt f(n)

Cc: H= > 00
0
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Beispiel
Fiir folgende Funktionen gilt: f € o(g).

R

rot: £(n), blau: ¢ - g(n) fir verschiedene ¢ € R*
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Klein-Omega
Seien f, g : N — R beliebige Funktionen. Dann gilt:

few(g) <= VceRT:dngeN:Vn>ng:|f(n)|>c-g(n) .

Wir sagen ,,f wachst schneller als g* und schreiben oft auch f > g.

w(g) enthalt alle Funktionen f, die fiir alle ¢ € R die Funktion c - g(n) iiberholen.

f(n) tberholt c - g(n)
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Beispiel
Fiir folgende Funktionen gilt: f € w(g).

R

i

> N
rot: £(n), blau: ¢ - g(n) fir verschiedene ¢ € R*
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GroB-O
Seien f, g : N — R beliebige Funktionen. Dann gilt:

feO(g) <= FJceRt:3IngeN:Vn>ng:|f(n) <c-g(n).

Wir sagen ,,f wachst nicht schneller als g" und schreiben oft auch f < g.

O(g) enthalt alle Funktionen f, die fiir einige ¢ € R* von ¢ - g(n) tberholt werden.

egal c - g(n) tberholt f(n)
c:| — > 00
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Beispiel
Fiir folgende Funktionen gilt: f € O(g).

R

> N
rot: £(n), blau: ¢ - g(n) fir verschiedene ¢ € R*
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GroB-Omega
Seien f, g : N — R beliebige Funktionen. Dann gilt:

feQlg) = 3IceR":3dnpeN:VYn>ng:|f(n)|>c-g(n) .

Wir sagen ,,f wachst nicht langsamer als g" und schreiben oft auch f > g.

Q(g) enthalt alle Funktionen f, die fiir einige ¢ € R* die Funktion c - g(n) tberholen.

f(n) tGberholt c - g(n) egal
c:| 00

0

Y
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Beispiel
Fiir folgende Funktionen gilt: f € Q(g).

R

o
o

L

> N
rot: £(n), blau: ¢ - g(n) fir verschiedene ¢ € R*
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Theta
Seien f, g : N — R beliebige Funktionen. Dann gilt:

fed(g) <= reO(g)und feQg) .

Wir sagen ,,f wachst so schnell wie g" und schreiben oft auch f ~ g.

©(g) enthalt alle Funktionen, die ¢ - g(n) fiir einige ¢ € RT iiberholen und fiir andere
c € RT von ¢ - g(n) tberholt werden.

f(n) tberholt c - g(n) egal c - g(n) tberholt f(n)
c:f = > 00
0
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Beispiel
Fiir folgende Funktionen gilt: f € ©(g).

R

nlllliiiiiif;

> N
rot: £(n), blau: ¢ - g(n) fir verschiedene ¢ € R*
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Statt f und g schreiben wir &fter die Ausdriicke f(n) und g(n), z.B. in

n? € w(y/n).

Es kann auch passieren, dass zwei Funktionen f(n) und g(n) nicht vergleichbar
sind!

Statt
feo(g), few(g), feO(g), feQyg), feO(g)

schreibt man leider auch

f=o(g), f=w(g), f=0(g), f=g), f=0(g),

obwohl die zweite Variante formal keinen Sinn macht.
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Beispiel
Folgende Funktionen sind nicht vergleichbar.

R

rot: £(n), blau: ¢ - g(n) fiir verschiedene ¢ € R™

D.h. keine Funktion (iberholt fiir kein ¢ € RT die andere.
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Quizfrage

=<, >, =, = und ~ sind homogene Relationen iiber Funktionen. Welche Eigenschaften
besitzen sie?

Hinweis: Die Eigenschaften fiir diese Relationen zu beweisen kann sehr nervig sein.
Versuch die Frage mit Bauchgefiihl zu beantworten ;-)

581 /1411



Antwort

» < und > sind antisymmetrisch, asymmetrisch und transitiv.
» < und > sind reflexiv und transitiv.

» ~ ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, also eine Aquivalenzrelation
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Quizfragen

Seien f, g : N — R beliebige Funktionen.
1. Welche der folgenden Aquivalenzen sind richtig?

feog) — fe0(g),
fewlg < feQg),
feOg < feB(g),
feQlg) < feoB(g),
feo(lg]) < gew(fl),
feO(lg]) < geQ(f),
feo(lg]) <~ ge€O(fl)

Ersetze bei falschen Aussagen das Symbol ,,<=" durch ,=—" oder ,,<=".
2. Kann gleichzeitig f € o(g) und f € Q(g) gelten?
3. Kann gleichzeitig f € w(g) und f € O(g) gelten?
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Antworten

1.

feolg)
few(g)
feO(g)
feQg)
f € o(lgl)
f € O(lgl)
f € 0O(lgl)

—
—
<

P

f e O(g),
f € Q(g),
f € ©(g),
f € O(g),

== geuw(f]),
= gGMV%

<~ g e oO(|f]).
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2.

3.

No! Wir wissen:

feo(lg) < VceR":3dnpeN:Vn>ng:|f(n) <c-g(n)
feQg) < 3IceR":3npeN:Vn>ng:|f(n)]>c-g(n)

f(n) kann nicht fiir alle ¢ € R™ von ¢ - g(n) lberholt werden und gleichzeitig
c - g(n) fir einige ¢ € R berholen.

Genauso nd wie 2. Wir wissen:

fewlg <= VYceRT:InpeN:Vn>ng:|f(n)]>c-g(n)
feO(g) < JceRT:InpeN:Vn>ngy:|f(n)] <c-g(n)

f(n) kann nicht c - g(n) fir alle ¢ € R™ berholen und gleichzeitig fur einige
c € RT von ¢ - g(n) tberholt werden.

585 /1411



Viele Ergebnisse der letzten Quizfragen kann man an folgendem Euler-Diagramm
erkennen:
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Quizfrage

Seien f1,...,fs : N — R Funktionen mit:
- - n, falls n gerade
fln) =n fa(n) = { n?, sonst
2
2 ) n?%, falls n gerade
f(n) =n fi(n) = { n3, sonst
3 _ n, falls n gerade
fi(n) = n fo(n) = { n3, sonst
Wie sieht das Euler-Diagramm iiber dem Universum {fi,...,fs} mit den Mengen
o(n?) w(n?) o(r?) Q(n) o(n%)
aus?
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Antwort
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Uberblick

Hier sind nochmal alle funf Definitionen:

feolg) <= VceRT:dngeN:Vn>ng:|f(n)|<c-g(n)
few(g) < VceRT:dngeN:Vn>ng:|f(n)|>c-g(n)
feO(g) < dceRT:dngeN:Vn>ng:|f(n)|<c-g(n)
feQg) < dceRT:dngeN:Vn>ng:|f(n)|>c-g(n)
feO(g) < feO(g)und f € Qg)

Und ihre entsprechenden Negationen:

fgolg) EIcER+:Vno€N:3n2nO:|f(n)|2(_-.g(n)
f¢wg) < IJceR*:VnpeN:3n>ng:|f(n)<c-g(n)
féO(g) < VYceR":VnpeN:3In>ng:|f(n)]>c-g(n)
f¢Qg) — VC€R+:Vno€N:3n2no:|f(n)|<c.g(n)
f¢O(g) «— f¢O(g)oderf¢Qg)
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.7. Wachstum von Funktionen

2.7.2. Beweisrezepte
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Rezept

Frage: Wie zeigt man, dass zwei gegebene Funktionen f und g in einer gegebenen
Beziehung zueinander stehen? (z.B. f € o(g) oder f ¢ Q(g))
Methode:

1. Betrachte die Aussage, die bewiesen werden muss. Diese hat folgende Form:
QceERT :QnoeN:Qn>ng:|f(n)|Rc-g(n),
wobei R € {<,>, <, >} ein Vergleichsoperator und Q1, Q2, Q3 € {3,V}

Quantoren sind.

2. Finde einen konkreten Wert fiir jede Variable neben einem Existenzquantor 3, in
Abhéangigkeit von allen Variablen links von ihr, die neben einem Allquantor V
stehen.

3. Die gewahlten Werte sollen die Ungleichung |f(n)| R c - g(n) erfiillen.
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Erstes Beispiel
Es soll 6n° € o(2n3) gezeigt werden, also:

Yc € RT :3ng € N:Vn> ng: |6n% < c-2n).

Gesucht ist ein ng € N in Abhangigkeit von einem beliebigen ¢ € R, so dass die
Aussage in den Klammern erfiillt ist.

Losen der Ungleichung nach n ergibt:
3 3
6n%| < c-2m «<=bn’<c- 2= <n<e=>-+1<n.
c c
Fir no := |2 + 1] gilt dann:
0= |2+ gilt dann:

n>ng = |6n% < c-2n%

g
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In dem Beispiel haben wir 2 + 1 mit [...] aufgerundet, weil 2 +1
nicht fiir jedes ¢ € R™ eine natiirliche Zahl ist.
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Zweites Beispiel

Es soll 4n® € w(8n?) gezeigt werden, also:
YeeRT :3ng e N:V¥n> ng: [4n%] > c-8n?).

Gesucht ist ein ny € N in Abhiangigkeit von einem beliebigen ¢ € R™, so dass die
Aussage in den Klammern erfiillt ist.

Losen der Ungleichung nach n ergibt:
|4n3| > c-8n° <= 4n* > c-8n°> <= n>2c <=n>2c+1.
Fir ng := [2c + 1] gilt dann:
n>ny = |4n® > c-8n°.
O
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Drittes Beispiel
Es soll n? + i € O(n® + 1) gezeigt werden, also:

JceRT:3ngeN:Vn>ng:

1
n2+10‘§c-(n3+1).

Wahle z.B. ¢ := 1—10.

Losen der Ungleichung nach n ergibt:

1 1 1 1 1 1
2 < (3 2 < 3 2 o 3 <n.
n+—10_—10 (" +1)<n +—10_10n +10<:>n_10n «~—10<n

Fir ng := 10 gilt dann:

1
P+ | <c-(n+1).

> —
n - ng 10

O
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Viertes Beispiel
Essoll °+1€Q (n + %) gezeigt werden, also:

1
EICER+:EIn0€N:Vn>n0:\n2+1|>c-(n+5>.

Wihle z.B. ¢ := 5.
Losen der Ungleichung nach n ergibt:
1
In> +1| >5- <n—|—5> = n?+1>5n+1<=>n*>>5n<=n>5.
Fir ng := 5 gilt dann:
5

1
n2n0:>|n2+1|2c-(n—).

O
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Fiinftes Beispiel
Es soll 3n® ¢ o(n?) gezeigt werden, also:

JceRT:Vnp e N:3n>ng:|3n°| > c-n?
Wahle z.B. ¢ := 3.
Losen der Ungleichung nach n ergibt:
3n3|>3-n° <=3 >3n* = n>1.

Nun soll ein n € N in Abhangigkeit von ng € N gewahlt werden, so dass n > ng und
n > 1 gelten, z.B.
n:= max{np, 1}.
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Sechstes Beispiel
Es soll 2" ¢ w(n") gezeigt werden, also:

JceRY:VnpeN:3In>ng: 2" < c-n".
Wahle z.B. ¢ :=1.
Losen der Ungleichung nach n ergibt:
2"/ <1-n" <= 2"<n" <= In(2") <In(n") <= nIn2 < nlnn<=2 <n.

Nun soll ein n € N in Abhangigkeit von ny € N gewahlt werden, so dass n > ng und
n > 2 gelten, z.B.

n:= [max{no,2}] .
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Siebtes Beispiel
Es soll 5n% ¢ O(n) gezeigt werden, also:

Ve e RY :Vng € N:3n>ng: |5n? > c-n.
Losen der Ungleichung nach n ergibt:

c c
|5n2]>c-n<:>5n2>c-n<:>n>g<:nzg—|—l.

Nun soll ein n € N in Abhingigkeit von ¢ € R* und ng € N gewahlt werden, so dass
n> ngund n> % + 1 gelten, z.B.

pi= man o £ 1)),

g
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Achtes Beispiel
Es soll n ¢ Q(3n?) gezeigt werden, also:

YeeRT :V¥ngeN:3n>ng: |n| < c-3n°

Losen der Ungleichung nach n ergibt:

1 1
Inf<c-3n <= n<3n? < —<ne=_—+1<n
3c 3c

Nun soll ein n € N in Abhangigkeit von ¢ € R* und ng € N gewahlt werden, so dass
n> ngund n> 3—1C + 1 gelten, z.B.

1
n:= {max{no, — + 1}-‘ .
3c

|
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Themenubersicht

2. Grundlagen

2.7. Wachstum von Funktionen

2.7.3. Rechenregeln
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Rechenregeln

Falls limp— oo | E g‘ existiert und g(n) ab einem bestimmten n positiv ist, dann gilt:

f

—
S
I~

feolg) < limseo ‘%5”3 =0,
few(lg) < limp o lg§23| = o0,
feO(g) < limo %Z;' < 00,
[f(n)]
feQg) <= limeo gw >0,
feo(g) < limpse ';(’,’,)| =c mit0<c<oo.

AuBerdem gilt fir alle kK > 1:

nleO(n), 2" 0(2?"), nleQ((2)"), neo((n-0)"), Tiyan € O(nk),

1 < log, log, n < logy n < (logy n)¥ < n*/K < n < nlog, n < n* < k" < nl < n".
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Hierarchie
Hier ist eine schonere Darstellung der Hierarchie auf der letzten Folie:

1<Iog|ogn<(|og|ogn)2 < (Ioglogn)3 < ... <Iogn<(|ogn)2 <(Iogn)3 <= n=<nmr <P <. <2"<3" <4 <. <npl<a"

Bitte schaut euch die Infos auf der nachsten Folie an.
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Erinnerungen: f < g heiBt f € o(g) und f ~ g heiBt f € O(g).
Ich habe immer ,log"” statt ,log,” fiir eine bestimmte Basis b geschrieben, weil alle

Logarithmen, unabhéngig von der Basis, gleich schnell wachsen, z.B.:

log, n ~logzn und log,logs n ~ log, logs n

Mochte man zwei Funktionen der Form i miteinander vergleichen, so benutzt man die
Regeln:

<y und f(n) ~ g(n) = oy ~

f(n) < &(n) = 35

Multipliziert man eine Funktion mit einer positiven Konstante, so wird sie dadurch weder
schneller noch langsamer, z.B.:

$n2 ~ n? ~ 42n?
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Quizfrage
In welcher Beziehung stehen folgende Funktionen zueinander?

’ [Inn]n]2n[Inyn]|n]|log,n |

Inn

n
2n
Inv/n
Vn

log, n

Trage in die Zeile von f(n) und Spalte von g(n) ein o, w bzw. © ein, falls f € o(g),
f €w(g) bzw. f € O(g) gilt.
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Antwort

[Inn]n[2n][Iny/n]n]|logyn]

©

©

Inn

2n

Inv/n

log, n
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Quizfrage

In welcher Beziehung stehen folgende Funktionen zueinander?

’ [ ninn| 2" [ ny/n]3"|5n%]

ninn
2

n
2n
ny/n
3”
5n2

Trage in die Zeile von f(n) und Spalte von g(n) ein o, w bzw. © ein, falls f € o(g),
f €w(g) bzw. f € O(g) gilt.
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Antwort

Hnlnn‘n2‘2”‘n n‘3”‘5n2‘

©

ninn

2”

3”

5n?
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Die Stirling’sche Formel

Es gilt:
n\" 1 1
| — R - _
n! 2mn (e) <1+ Ton +(’)<n ))

Das heiBt insbesondere:

Der Teil ,,+0O (
@)

Funktion aus
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Weil in diesem Thema viele Rechnungen mit Logarithmen, Potenzen und Wurzeln
vorkommen, gibt es hier eine Auffrischung aller Rechenregeln aus der Schule :-)

610 /1411



Logarithmen, Potenzen, Wurzeln

Seien a, b, ¢ beliebige reelle Zahlen mit a # 0, b,c > 0, b, c # 1. Dann sind folgende
drei Aussagen zueinander aquivalent:

log.b=a < c?=b «— Vb=c

Beispiele
log,8=3 <= 22=8 <<= V/8=2
ogd=-2 = 32=1 <= /i=3
log1 81 = —4 = (%)_4:81 — Vei=1
g k=2 = (i) =% = &=}
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Fir Logarithmen gibt es folgende spezielle Basen:
lg n = logyq n, Inn = log, n, Id n = logy n.

In der Schule wird log n als log;q n definiert. In der Uni kann log n entweder Inn
bedeuten oder log, n fiir irgendein b, was nicht relevant ist.
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Logarithmusregeln
Fir Logarithmen gibt es folgende Rechenregeln:

log. b

log, b = —o<®
©8a log, a

log,(n- m) = log, n+ log, m
n
log,, = log,n—log, m
log,n™ =m-log,n
1
log b n = 5 log, n

Mit folgenden Spezialfallen:

log,1=0, log,a=1, log,a"=n, log,ya=">1.
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Potenzregeln

Fiir Potenzen gibt es folgende Rechenregeln:

Mit folgenden Spezialfallen:

=1,

a"-a"=a
an
m

(an)m — an~m
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Wurzelregeln
Fir Wurzeln gibt es folgende Rechenregeln:

n

n<r\n/5

_n 1
a—

N

a

Va-vVb=+vVa-b

L

L

Mit den Spezialfallen:
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Wourzelregeln sind eigentlich vollig nutzlos. Am besten ist es, wenn man Wurzeln /a
1
als Potenzen an schreibt und mit den Potenzregeln rechnet ;-)

z.B.:
(dn)> <n <= Idn<n/?2.
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Quizfragen

Wieso gelten fiir beliebige positive reelle Zahlen b, n, m mit b # 1 folgende
Gleichungen?
1 nlogbm — mlogbn

2. logy(n+ m) = log, n+ log, (1 + )
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Antworten

1.
nlogb m _ mlog,.J n
<= log, (n'Ogb ’") = log, (m'ogb ”)
<= (logy, m) - (logy, n) = (logj, n) - (logy, m)
|
2.
log,(n + m) = log, <n- (1 + 7:)) = log,, n + log,, (1 + ’:>
|
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Themeniibersicht

3. Kombinatorik
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Themenubersicht

3. Kombinatorik
3.1. Ziehen von Elementen aus einer Menge
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Fakultat

Fir die Fakultat n! einer natiirlichen Zahl n € Ny gilt

n=n-(n—-1)-(n—2)-(n—=3)-...-1

mit 0! := 1.

Beispiele
Die ersten Werte fiir n! sind:

0l=1

11=1
20=2-1=2
31=3:2.1=6

4 =4.3.2.1=24
51=5.4.3.2.1=120

6l =6-5-4-3.2.1=720
71=7-6-5-4-3-2.1="5040
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Steigende und fallende Faktorielle
Fir beliebige n, k € Z gilt:

k—1
nk = H(n —iy=n-(n—=1)-(n=2)-...-(n—k+1) (fallende Faktorielle)
i=0 k Faktoren
k-1
n“=Tl(n+=n-(n+1)-(n+2)-...-(n+k—1) (steigende Faktorielle)
i=0 k Faktoren
mit n%:=1 und n® :=1.
Beispiele
Es gilt:
6*=6-5-4-3 =360, 6°=6-7-8-9=3024,
2=2.1.0-(=1)-(=2) - (~3) =0, 26-2.3.4.5.6.7 = 5040,

(<38 = (-3): (-4): (-5)- (-6)- (-7) =~2520, (-3 = (-3):(-2)-(-1)-0-1=0.
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Binomialkoeffizient
(1) gibt fir n, k € Ng die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen

Menge an.

(Z) gibt die Anzahl der Mdglichkeiten an, k Objekte aus einer Menge von n
verschiedenen Objekten auszuwahlen ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der
Reihenfolge. Wie beim Lotto!
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Beispiel
Es gibt genau 6 2-elementige Teilmengen von [4]:

{1,2} , {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}.

Es gilt: (3) = 6.
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Noch ein Beispiel
Es gibt genau 10 3-elementige Teilmengen von [5]:

{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},
{1,4,5},{2,3,4},{2,3,5},{2,4,5},{3,4,5}.

Also ist (3) = 10.
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Ein letztes Beispiel (fiir Lotto-Spieler)
Es gibt genau 13983816 6-elementige Teilmengen von [49].

Also ist (%) = 13983 816.
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Direkte Berechnung
Fir n, k € Ny gilt:

(1) -

Gilt auBerdem k < n, dann kann man nk = (nfi'k), setzen und man erhilt:
n\ n!
k] kl-(n— k)

Fir die erste Ziehung gibt es n Moglichkeiten, fiir die zweite nur noch n — 1, fir die
dritte n— 2, etc. Weil die Reihenfolge der k gezogenen Elemente nicht relevant ist muss
man durch die Anzahl der Permutationen aller k Elemente dividieren, also durch k!.
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Beispiele (nochmal)

N_#_e3 g
2] T 21 T 2.1 7
3 4.
5\ _5_543_
3 31 3.2-1
49 49%  49.48 .47 -46-45-44
~ 6l =1 16.
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Quizfragen

1. Was ist
2. Was ist
3. Was ist
4

~ N

PO WO WSNDNO
-~

o

-~J

N N TN /N
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Antworten
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57167257._73
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Multimengen

Multimengen sind eine Verallgemeinerung von Mengen, in denen Elemente ofter
vorkommen diirfen. Die Reihenfolge der Elemente spielt dabei weiterhin keine Rolle.

Beispiel
Es gibt 15 verschiedene 4-elementige Multimengen tber M = [3]:

{1,1,1,1], {1,1,1,20, {1,1,1,3}, {1,1,2,2} , {1,1,2,3}},
11,1,3,30, {1,2,2,2]}, 41,2,2,3}, {1,2,3,3}}, {1,3,3,3]},
2,2,2,2), {2,2,2,3]}, {2,2,3,3}, {2,3,3,3]}, {3,3,3,3]} .

Fir Multimengen benutzt man meistens dieselbe Notation wie fiir Mengen. Manchmal
wird auch ,{ ... [}" statt ,{...}" benutzt, um sie von normalen Mengen zu
unterscheiden.
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Man kann jede k-elementige Multimenge lber einer n-elementigen Menge M (z.B.
M = [n]) als Wort (iber dem Alphabet ¥~ = {e,0} mit genau k schwarzen und n—1
weiBen Kugeln darstellen. Die weiBen Kugeln teilen das Wort in n Bereichen auf. Die
Anzahl an schwarzen Kugeln in jedem Bereich gibt die Anzahl an Vorkommnisse des
entsprechenden Elements in der Multimenge an.

Jedem dieser Worter kann genau eine der k-elementigen Teilmengen der Menge
[k + n — 1] zugeordnet werden. Intuitiv gibt die jeweilige Teilmenge an, welche der
k + n — 1 Kugeln schwarz sind.
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Beispiel

Wir betrachten folgende Multimenge mit k = 7 Elementen ber M = [n] mit n = 4:

{11,1,2,3,3,3,4]} .

Diese Multimenge wird durch folgendes Wort der Lange k + n — 1 = 10 kodiert:
eececees0e.

Diesem Wort wird folgende 7-elementige Teilmenge von [10] zugeordnet:

{1,2,4,6,7,8,10}.
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Man kann also jeder k-elementigen Multimenge iber M = [n] genau einer der

k-elementigen Teilmengen der Menge [k + n — 1] zuordnen. Es folgt, dass es genau

(“*+7=1) k-Multimengen einer n-elementigen Menge gibt.
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Beispiel
Es gibt (**371) = (3) = 6 verschiedene 2-Multimengen iiber M = [3]:

Multimenge iiber M = [3] Kodierung als Wort ~ Teilmenge von [2 4+ 3 — 1] = [4]

{1,1}} ® e 00 {1,2}
{1,2}} e 0 00 {1,3}
113} «oos {1.4)
{2,2}} 0 ® 0 {2,3}
{2,3[} o eoe {2,4}
{’3,3‘} 00 ee® {374}
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Noch ein Beispiel
Es gibt (3+§71) = (3) = 10 verschiedene 3-Multiteilmengen von M = [3]:

Multimenge iiber M = [3] Kodierung als Wort ~ Teilmenge von [3 4 3 — 1] = [5]

{1,1,1}} eee0O0 {1,2,3}
{1,1,2]} e0000 {1,2,4}
{1,1,3}} eecoOe {1,2,5}
{1,2,2]} e0cee0 {1,3,4}
{1,2,3} ecece {1,3,5}
{1, 3,3} ecoee {1,4,5}
{2,2,2[} ceeeo {2,3,4}
{2,2,3]} ceeoce {2,3,5}
{2,3,3[} cecee {2,4,5}
{3,3,3]} coeee {3,4,5}
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Quizfrage

Sei ¥ ={a,b,c,...,z} ein Alphabet mit |X| = 26. Wie viele Worter w € * mit
Lange |w| = 3 gibt es, so dass die Zeichen in w von links nach rechts gelesen in
alphabetischer Reihenfolge vorkommen, d.h. zuerst alle as, dann alle bs, etc. ?
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Antwort

Jedes dieser Worter kann eindeutig durch eine 3-elementige Multimenge iiber
dargestellt werden. Da die Reihenfolge sich automatisch aus den Elementen selber
ergibt muss man sie nicht beriicksichtigen. Es gibt also

3+426—1 28 28-27-26
( 3 )‘(3)‘ 3.2.1 = 3276

solche Woérter.
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Ziehen von Elementen
Wir ziehen k Elemente aus einer n-elementigen Menge. Dabei kann die Reihenfolge der

Ziehungen eine Rolle spielen (,, geordnet™) oder nicht (,,ungeordnet”) und die
gezogenen Elemente kénnen wieder zurlickgelegt werden oder nicht.

H mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen \
K K

geordnet n
ungeordnet (ko h (1)
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Beispiel

Wir ziehen 2 Elemente aus der Menge M =

Anzahl an Méglichkeiten gilt:

H mit Zuriicklegen

ohne Zuriicklegen

geordnet
ungeordnet

(2+3

3?=9

Y=g -6

32-3.2=6
Q) =31=3

Dies entspricht folgenden Ergebnissen:

|

mit Zuriicklegen

ohne Zuriicklegen ‘

geordnet

ungeordnet

(1,

2), (1,

3),(2,1),

(2,3),(3,1),(3,2),
(1,1),(2,2),(3,3).

1.2 {1 3] 42,30,
{1, 1, {12, 2}, {3, 3[}-

(1,2),(1,3),(2,1),
(2,3),(3,1),(3,2).

{1,2},{1,3},{2,3}.

[3], d.h. es gilt k =2 und n = 3. Fiir die

640 / 1411



Themenubersicht

3. Kombinatorik

3.2. Kombinatorische Beweisprinzipien
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Produktregel

Die Kardinalitat des kartesischen Produkts endlicher Mengen entspricht genau dem
Produkt der einzelnen Kardinalitaten:

AL X o X An| = |Ad] - A
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Sind wir an der Anzahl an Ausgidngen eines mehrstufigen Experiments interessiert,
dann multipliziert man die Anzahl an méglichen Ausgangen aller einzelnen Stufen.

Zuerst: . .. (|A1| Moglichkeiten)
Dann: ... (]Az| Moglichkeiten)

Dann: ... (]An| Moglichkeiten)
Insgesamt hat man |A1| - |Az] - ... |An| Moglichkeiten.
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Quizfragen

Wie viele verschiedene Anagramme besitzen folgende Worter?
1. TITISEE,
2. PFEFFER,
3. KOKOMO,
4. CARACAS,
5. OUAGADOUGOU.

Info: Ein Anagramm ist ein Wort, das aus einem anderen Wort durch Umstellung der

einzelnen Buchstaben gebildet wurde. Beispielsweise ist SPORT ein Anagramm von
PROST.
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Antworten

Fiir jeden Buchstaben wahlen wir sukzessiv die Teilmenge der freien Positionen im
Wort, an dem der Buchstabe stehen soll. Mit der Produktregel erhalten wir:

L)@ -0 6) = s 55 5 Toor = araverm = 630.

2@ 6 Q) Q) = stz war fhor = st = 420,

3.9 -0 - 0) =% 5% 1 = 3w = 60.

430G Q) =5t 5 52 fror = sz = 420

5.(3)-0) G0 Q) =55 s 55 o fror = srarsvzrn = 277200,
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Summenregel

Die Kardinalitat einer disjunkten Vereinigung (,,w") endlicher Mengen entspricht genau
der Summe der einzelnen Kardinalitaten:

AL .. W Ay = [Ar| + ... + |An|
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Hat man mehrere mogliche Teilexperimente (die sich nicht tiberschneiden) zur Wahl,
dann addiert man die Anzahl an moglichen Ausgéngen aller einzelnen Teilexperimente.

Entweder: ... (|A1| Méglichkeiten)
oder: ... (|A2| Moglichkeiten)

oder: ... (|An| Moglichkeiten)
Insgesamt hat man |A;| + |A2| + ... + |As| Moglichkeiten.
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Gleichheitsregel

Existiert eine bijektive Funktion f : A — B, dann haben die Mengen A und B gleich
viele Elemente.
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Doppeltes Abzahlen

In jeder Matrix (Tabelle) ist die Summe der Zeilensummen gleich der Summe der
Spaltensummen.
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Beispiel

In einem Tanzkurs gibt es 24 Damen und n Herren. Nach der Tanzstunde hat jede
Dame mit genau 8 Herren getanzt, jeder Herr mit genau 6 Damen.

Wie viele Herren waren anwesend?

Modellierung als Tabelle:

’ H d > [op3)
Ml ? 2 ?
|l 7 7 ?
i 2
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Die Eintrage ,, 7" in der Tabelle sind 1, fall das Paar miteinander getanzt hat und 0
sonst. Wir wissen:

> In jeder der n Zeilen gibt es genau 6 len
> In jeder der 24 Spalten gibt es genau 8 len
D.h.:

Daraus folgt:
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Inklusion und Exklusion bzw. Siebformel (fir n = 2)
Fiir beliebige (nicht notwendigerweise disjunkte) Mengen A und B gilt:

|JAUB|=|Al+|B|—-|ANB|.

Graphisch:
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Inklusion und Exklusion bzw. Siebformel (fir n = 3)
Fiir beliebige (nicht notwendigerweise disjunkte) Mengen A, B, C gilt:

IAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|— |ANC| - |BNC|+|ANBNC|.

Graphisch:

@ @@ @ &) @ &) @D
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Inklusion und Exklusion bzw. Siebformel (fir ein allgemeines n)
Fir beliebige (nicht notwendigerweise disjunkte) endliche Mengen Aq,..., A, gilt:

Ua

S Y NA

n

i€[n] Jj=1 IC[n], i€l
=i
Der Ausdruck ,,(—1)~1* ist fiir den Vorzeichenwechsel (,+", ,—", .+, ,—", ...)
zustdndig und die innere Summe 3"y 1= | Nies Ail" summiert tber alle moglichen
J-elementigen Teilmengen von {A1,...,A,}.
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Beispiel
Beispielsweise ergibt sich fiir n = 2:

A UA = (-1 3T | NA

j=1 IC2], i€l
1=/
= (=1)°- (JAl] + |A])
j=1

+ (=) - A N A
—_—
j=2
= |A1| + |A2| — |A1 N A2|
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Noch ein Beispiel
Fir n = 3 ergibt sich:

|A1uA2UA3\_Z —y ey ‘ﬂA’

= Ice], i€l
[|=j
= (=1 (|A1] + | A2| + | As])
j=1
+ (1) (JAL N Ag| + [A1 N As| + A2 1 Ag])
j=2
+ (=1)2- AL N Ay N A3
Jj=3

= |A1| + |A2] + |A3| — |[A1 N Az — A1 N A3 —

|A2 OA3| + |A1 N Ay ﬂA3‘
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Falls die Kardinalitit einer Schnittmenge von j Mengen nur von der Anzahl j an
beteiligten Mengen und nicht von den Mengen selbst abhangig ist, dann gilt:

| Iy 3
i€[n] Jj= 1 IC[n], i€l
=i

:ji;(_l)j <> .16[/]

Die Anzahl an Summanden in der inneren Summe entspricht genau der Anzahl an
Jj-elementigen Teilmengen von [n], d.h. genau (j)

Sind alle Summanden gleich (also die Schnittmengen von j Mengen alle gleich groB),
dann kann man (7) mal einen beliebigen Summanden nehmen, z.B.
‘ mie[j] A,‘ = ’Al Nn...N AJ|
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Beispiel

Ein Kellner muss 5 verschiedene Bestellungen an 5 verschiedenen Tischen bringen. Leider wei3
er nicht mehr wer was bestellt hat und muss raten. Bei wie vielen der insgesamt 5! = 120
Verteilungsméglichkeiten (Permutationen) bekommt keiner der 5 Gaste sein bestelltes Essen?

Wir definieren A; fir i = 1,...,5 als diejenige Menge, die alle Verteilungsmoglichkeiten, bei
denen Gast i sein bestelltes Essen bekommt, enthalt. A; U A, U A3 U Az U As enthélt somit alle
Verteilungen bei denen mindestens ein Gast sein bestelltes Essen bekommt. Es folgt mit

|A1] =4,
AL N A —31,
‘AlﬂAgﬁA3| =20,
‘AlﬂAzﬁA3ﬂA4| =1!,

‘A10A2ﬂA3ﬂA4ﬂA5‘ =0!:
5 5 5 5 5
= L4 — .31 21 — .11 .0l
AU Ay U A3 U A U A (1) a (2> 3.+<3) 2 (4) 1.+<5) 0l
=5.-24-10-6+10-2—-5-1+1-1=76.

D.h. er kriegt bei 120 — 76 = 44 Verteilungsmoglichkeiten von allen 5 Gasten Arger.
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Achtung!

In dem Beispiel durfte man den Spezialfall der Siebformel verwenden, weil die
Kardinalitdt jeder Schnittmenge nur von der Anzahl der beteiligten Mengen und nicht
von den Mengen selbst abhangig ist, d.h.:

ALl = ... = |As| = 41,

AN Ay =...=|AsN As| =3I,
[AiNANAs|=...=|AsNAsNAs| =2,
[AiNANAsN A =...=[ANA3NAINAs| =11 .
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Quizfrage
Gegeben seien ein Alphabet ¥ = {a, b, ¢, d}, eine Wortermenge
Q= {w e X*||w| =6} und folgende Mengen A, B, C,D C Q:
A={w e QJin w kommt kein a vor} , B={w e Q|in w kommt kein b vor} ,
C={w e Q|in w kommt kein ¢ vor} , D ={w € Q|in w kommt kein d vor} .

Wie viele Worter w € Q gibt es, die jedes der Zeichen aus ¥ mindestens einmal
enthalten?

Hinweise:
» Betrachte die Menge AUBU CUD.

» Beachte, dass fir kK = 1,2, 3,4 die Kardinalitat der Schnittmenge von k der
Mengen A, B, C, D nur von k und nicht von den Mengen selbst abhangig ist.
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Antwort

Fir die Kardinalitdt von AU BU C U D gilt nach dem Spezialfall der Siebformel fir
n=4:

4 4 4 4
]AUBUCUDM:Q>M|Q)MHB|%Q>MHBHC|Q>MHBOCQD

=4|A|-6|ANB|+4ANBNC|—|[ANBNCND
=4.3°-6.2044.1°_(°

=4.729—-6-64+4

= 2016 — 384 + 4

= 2536

Die gesuchte Anzahl an Wortern betragt dann:

Q] — |AUBU CUD| = 45 — 2536 = 4096 — 2536 = 1560 .
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Schubfachprinzip
Sei f: X — Y mit 0 < |Y| < |X]| < oo. Dann gilt:

JyeY:[fi(y)l=2
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X sind Objekte und Y Schubfacher fiir die Objekte. Hat man mehr Objekte als
Schubféicher, dann existiert bei jeder Verteilung von Objekten auf Schubficher immer
mindestens ein Schubfach mit mindestens 2 Objekten.
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Verallgemeinertes Schubfachprinzip
Sei f: X — Y mit 0 <|Y|,|X]| < co. Dann gilt:

Yev i) > HXYH
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Wieder sind X Objekte und Y Schubfacher fiir die Objekte. Verteilt man alle Objekte
auf die Schubficher, dann hat man mindestens ein Schubfach mit mindestens [%l

Objekten.
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Themenubersicht

3. Kombinatorik

3.3. Fundamentale Zahlkoeffizienten
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Themenubersicht

3. Kombinatorik

3.3. Fundamentale Zahlkoeffizienten
3.3.1. Binomialkoeffizienten
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Zahlkoeffizienten
Wir betrachten in DS insgesamt 7 verschiedene Zahlkoeffizienten:

1. Binomialkoeffizient (}) (extrem wichtig)
2. Stirling-Zahlen erster Art s, ; bzw. []] (weniger wichtig)
3. Stirling-Zahlen zweiter Art S, x bzw. {}} (sehr wichtig)
4. Zahlpartitionen P, x (weniger wichtig)
5. Ramsey-Zahlen R(n, k) (kaum wichtig)
6. Rencontres-Zahlen d(n, k) (kaum wichtig)
7. Kronecker-Delta d, « (kaum wichtig)
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Binomialkoeffizient (nochmal)
(%) gibt fur n, k € Ng die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge an. Fiir n, k € Ny gilt:

n\ nk

k) kI

Gilt auBerdem k < n, dann kann man nX = (nfi'k), setzen und man erhalt:

n n!
<k> T K (n— k)
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Die Werte von () kdénnen im

abgelesen werden.

10

10

15

20

15

0
o [+1]
1 1
2 1
3 1

n

4 1
5 1
6 1
7 1

21

35

35

21
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Rekursive Berechnung
Der Binomialkoeffizient (Z) geniigt fir alle n, k € N mit k < n die Rekursion

()= (=) ()
mit (J) =1, () =1 und (7) =1 fiir alle n € N.

Diese Formel heiBt auch Pascalsche Identitat.
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Wenn man k Zahlen aus [n] zieht wird die Zahl n entweder gezogen oder nicht
gezogen (deswegen ,,+").

Falls n gezogen wird, so muss man aus den restlichen n — 1 Zahlen nur noch k —1
ziehen. Dafiir gibt es (Zj) Méglichkeiten.

Falls n nicht gezogen wird, so muss man aus den restlichen n — 1 Zahlen alle k
ziehen. Dafiir gibt es (";1) Méglichkeiten.
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Binomische Formel
Fir n € Ny beliebige a und b gilt:

3 (") -a' - b" = (a+ b)"

i—o \/
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Beispiele
Fir die ersten Werte von n gilt:

1 = (a+ b)°
b+a (a+ b)t
b? + 2ab + a* = (a+ b)?
b® + 3ab® + 32%b + 2° = (a+ b)®
b* + 4ab® + 6a%b> + 42%b + a* = (a+ b)*
b° + 5ab* +10a%b® + 10a°b? + 5a%b + 2° = (a+ b)°
b® + 6ab® + 15a%b* 4+ 20a°b> + 15a*b? + 62°b + 2° = (a+ b)°
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Beispiel
Multipliziert man (x + y + z)® aus, so erhilt man:

x% 4+ 6x%y + 6x5z + 15x*y? + 30x*yz + 15x*2% + 20x3y3 + 60x3y?z + 60x3yz> +
20x323 + 15x2y* + 60x2y3z + 90x2y2 2% + 60x%yz> + 15x%2% 4 6xy°> + 30xy*z +
60xy 322 4 60xy2z3 4 30xyz* +6x2° + y® + 6y 24+ 15y* 22 +20y3 23 + 152 2% + 6yz> + 25.

Wir erkennen beispielsweise, dass 60 der Koeffizient von x2yz3 in (x 4 y + z)° ist.
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Den Koeffizient von x2yz3 in (x + y + z)® kann man mit der Binomischen Formel sehr
leicht berechnen:

» Fiir a=x, b=y + z und n = 6 erhalten wir:

6
6 6
(x+y+2)°=(x+(y+2)° = Z <k>xk(y+z)6_k =...+ <2>x2(y—|—z)4—|—. .
k=0
» Fir a=y, b=z und n= 4 erhalten wir:
2 (4 4
(y+z)4:Z ykA=k = 4 yz3 4 ...

2\ k 1

=0
Somit erhalt (x + y + 2)® den Summanden (3)x2(3)yz® = (3)(})x?yz> und der
gesuchte Koeffizient ist (8)(]) = 60.
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Quizfragen

No ok~ b=

Was
Was
Was
Was
Was
Was
Was

ist der Koeffizient von x2y?z? in (x +y + z)°7?

ist der Koeffizient von xyz* in (x +y + z)°7?

ist der Koeffizient von xy3z2 in (x + 2y + z)%7?

ist der Koeffizient von x3yz? in (3x + y + 22)®?

ist der Koeffizient von x2y*z% in (xy + y + z)°?

ist der Koeffizient von x3y5z% in (xyz + y + 2)°?

ist der Koeffizient von w?x3yz? in (w + x + y + 2)8?
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Antworten

Lo (x+y+2)8=(x+(y+2))° = 267 (Dx (v +2)°~ =---+(§)x2(y+z)4+..-
~(y+2)t =i Dy =+ Q)PP+
~ Der Koeffizient ist (g) (g) =
2. (x+y+2)0=(x+(y +z))6:zk o O)xk(y+z) k= +Ox(y+2)°+...
~ (y +z)° Zko()yZSk—--+()yZ+

~ Der Koeffizient ist ((15)
3. (x+2y+2)8 = (x+(2y+z))6 zkzo O)xk(2y+2)0F = ..+ O)x(2y+2)°+...
~ (Qy+2) = he Q@) R =+ )23+ =+ (3)28y3 22+
~ Der Koeffizient ist (6
4. (3x+y+2z)6 = (3x+ (v +22))° = 200 (})3xK(y +22)°7* =
()(3x)3(y+2z)3+ =+ 533y +22)° +
(y +22)3 =3, (3)yk(22)3_k =...+ (‘i’)y(2z)2 +...=...+ (3)22)/22 +...
~ Der Koeffizient ist (3)3
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5. (xy+y+2)°0=(xy+(y+2)° =00 Q) (y +2)°F =
Q2+ = Q)RR )
~(y+2) =Y ()y Z4k:...+(g)y2z2+...
~» Der Koeffizient ist (5 )(g) =

6-Wa+y+dGZWW+OHfD6 —o (D) xyz)K(y + 2)0F =

..+(g)(xyz) (y+2z)P3+...=...
~ (y+2)° Zko()k3k
~ Der Koeffizient ist (3 )(3) = 60.

To(wx+y+2f=(wH(x+y+2)P =00 Qwr(x+y+2)8F =

o+ Qwr(x+y+2)°+ .
~ (xH+y+2)° = Bx+(y+2))° = Thoo ()X (v +2)°F = ...+ ()P (y+2)°+...
~ (2P =i (P = Qv

~ Der Koeffizient ist (g) (g) (i) = 1680.
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Rechenregeln fiir Binomialkoeffizienten
Folgende Rechenregeln sind sehr wichtig. Es gilt fiir n, m, k € Np:

n nk
( > = — (Erste direkte Berechnung)

R S— k<n (Zweite direkte Berechnung)

n n—1 n—1
= < ., ue
<k> (k B 1> + ( B ) ; 1<n,k (Pascalsche Identitit)
kK (m n—m
( ) =2 ( ) ‘ (k ) ) m<n (Vandermondsche Identitat)
- —

= ( n > , k<n (Symmetrie-Eigenschaft)
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n
n

()7
(1)
|

b =(a+b)", a,beR (Binomische Formel)

s I
o

(Zeilensumme)

i=0
(i n+1
= k < Spalt
;{ P (k—i—l) <n (Spaltensumme)

M T

I
o

k+1
<n I) = <n+k+ ) (Diagonalsumme)

Diese Rechenregeln kann man sehr schon am Pascalschen Dreieck erkennen!

]
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Themenubersicht

3. Kombinatorik

3.3. Fundamentale Zahlkoeffizienten

3.3.2. Stirling-Zahlen erster Art
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Zyklenschreibweise flir Permutationen

Eine Permutation p ist eine bijektive Funktion p: A — A (iber eine endliche Menge A
(s. Folie 333).

Permutationen kann man auch als eine Komposition von Zyklen darstellen. Es gilt:

p= (C1,17 SRR Cll,l) (C1,27 SRR CI2,2) cee (Cl,k7 ) Clk,k)a
Zyklus 1 Zyklus 2 Zyklus k
mit Lange mit Lange h mit Lange /x
wobei A = {C].,].y o C1,C125 o3 C 2y 5 CL kg e ey C/k,k} und fir alle Cij g”t:

(C' ) . Cit+1,, falls i < /J
PRGII= ¢y, fallsi=1;
Man versteht das aber viel viel besser mit einem Beispiel :-)
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Beispiel
Sei p eine Permutation iiber [6] mit:

p(1) =5, p(2) =2, p(3) =1, p(4) =6, p(5) =3, p(6) = 4.

Matrixschreibweise:

(1 2 3 45 6
P=l5 216 3 4
Graphisch:
1
2 4
p
(34/5 O &6

Zyklenschreibweise:
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Noch ein Beispiel
Sei p eine Permutation iiber [8] mit:

p(1) =5, p(2) =6, p(3) =7, p(4) =8, p(5) =1, p(6) =2, p(7) =3, p(8) = 4.

Matrixschreibweise:

(12345678
p—<56781234>

Graphisch:
p 1\ 2\ 3\ 4\,
&5 6 7 8

Zyklenschreibweise:

685 /1411



Es gibt in der Regel mehrere Moglichkeiten einen Zyklus aufzuschreiben. Zum

Beispiel:
(1787275) = (8’ 2’ 5’ ]‘) = (2757 178) = (5’ 1’8’ 2)'

Achtung: Man darf die Komponenten eines Zyklus beliebig ,shiften”, aber man
darf die Reihenfolge nicht beliebig dndern! Zum Beispiel:

(1,5,3) = (5,3,1) = (3,1,5) # (1,3,5) = (3,5,1) = (5,1,3).

P (O

Die Reihenfolge der Zyklen ist irrelevant. Zum Beispiel:
(1,6)(2)(4)(3,5) = (3,5)(4)(1,6)(2).
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Quizfragen

1. Gilt (3,1,4,5,2,6) = (4,5,2,6,3,1)?

2. Gilt (3,1,4,5,2,6) = (6,2,5,4,1,3)?

3. Gilt (3,4)(5,1,2,6) = (3,4)(1,2,6,5)?
4. Gilt (3,4)(5,1,2,6) = (1,2,6,5)(3,4)?
5. Gilt (2,4,3)(5,1,6) = (4,2,3)(1,5 6)

6. Gilt (2, )( 5)(3,6) = (4,2)(1,5)(6,

7. Gilt (2,4)(1,5)(3,6) = (5,1)(4,2)(6.

8. Gilt (1)(4,2)(3,6,5) = (1)(2,4)(5,3,6)
9. Gilt (1)(4,2)(3,6,5) = (6,5,3)(1)(4,
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Antworten

© 0N OO0 wN

Ja.
Nein.
Ja.
Ja.
Nein.
Ja.
Ja.
Ja.
Ja.

688 /1411



Quizfragen

Gegeben seien folgende Permutationen py, p» und p3 tber [6] in Matrixdarstellung:

1
3. p3= <2

Wie sehen p;, po und p3 in Zyklendarstellung aus?

2
6
2
2
2

3

3
1

w = W

5

4

&~ o~ O

1

5 6
4 3

5
6 4)°
5

6 4)
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Antworten

L. p1 = (172a6a3)(4’ 5)
3. p3 = (1,2,3,5,6,4).
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Quizfragen

Gegeben seien folgende Permutationen p;, p» und p3 tber [6] in Zyklendarstellung:
1. pp=1(2,3)(4)(1,5,6),
2. p2=(1,3,2)(6,4,5),
3. p3=(5,3,6,2)(4,1).

Wie sehen p1, p2 und p3 in Matrixdarstellung aus?
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Antworten

5 3 2 46 1

—
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Stirling-Zahlen erster Art

Sn.k gibt die Anzahl der Permutationen in Zyklenschreibweise (s. Folie 333) von n
Elementen mit genau k (nichtleeren) Zyklen an. Man schreibt oft auch [}] statt s, .

Beispiel
Es gibt genau 11 Permutationen iber [4] mit genau 2 Zyklen:

(1)(2,3,4) , (1)(2:4,3) , (2)(1,3,4), (2)(1,4,3) ,
(3)(1,2,4) , (3)(1,4,2) , (4)(1,2,3), (4)(1,3,2)
(1,2)(3,4) , (1,3)(2.4), (1,4)(2.3) .

Also ist 530 = 11.

Man kann die Elemente innerhalb eines Zykels beliebig ,shiften”, z.B.:

(1,2,3) =(2,3,1) = (3,1,2) # (1,3,2) = (2,1,3) = (3,2,1)
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Quizfragen

© No s wh =

Was
Was
Was
Was
Was
Was
Was
Was

ist 5317

ist 5372?

ist 5417

ist 5437

ist sp0 fiir n € N?
ist sp1 fiir n € N?
ist s, p—1 flir n € N7
ist sp fir n € No?
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Antworten

531 = 2.
532 = 3.
S41 = 6.

543 = 6.

Sn1 = %' =(n-1)L

Sn,n—1

© N o bk wh =
o4
o
|
o

Spon = 1.
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Die Werte von s, x kénnen in folgendem Dreieck abgelesen werden.

k

0 1 2 3 4 5 6
o| [:]
1 0 1
2 0 1 1
3 0 2 3 1

n

4 0 6 1| 6 1
5 0 |24 ]50 |3 |10]f1
6 0 |120]| 274|225 85 | 15 | 1
7 0 | 720 |1764|1624| 735 | 175 | 21
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Rekursive Berechnung
Die Stirling-Zahl erster Art s, x genligt fiir alle n, k € N mit k < n die Rekursion

Sn,k = Sn—1,k—1 + (n - 1) *Spn—1,k

mit sp0 =1, s,h0 =0 und s, , =1 fiir alle n € N.
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Wenn man k Zyklen mit Zahlen aus [n] fiillen méchte, dann kann das Element n
entweder alleine in einem Zyklus sein oder nicht (deswegen ,,+").
Falls n alleine in einem Zyklus ist, so hat man fiir die restlichen n — 1 Elemente
nur noch k — 1 Zyklen. Daher gibt es hierfiir s,_; ,_1 Méglichkeiten.
Falls n nicht alleine in einem Zyklus ist, so muss man die restlichen n — 1
Elemente in allen k Zyklen verteilen (s,_1 x Moglichkeiten) und dann (deswegen
jetzt ,-") das Element n rechts von einem der n — 1 restlichen Elemente in dem
entsprechenden Zyklus hinzufiigen (n — 1 Méglichkeiten). Insgesamt gibt es
hierfir (n — 1) - sp,—1 « Moglichkeiten.
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Rechenregeln fiir Stirlingzahlen erster Art
Folgende Rechenregeln sind fiir Stirlingzahlen erster Art wichtig. Es gilt fir n, k € Np:

Snk = Sn—1k—1+(Nn—1)-sp_1k , 1<n,k (Rekursive Berechnung)

n

an,,- =n! (Zeilensumme)
i=0
sno=0, 1<n
sp1=(n—1), 1<n

n
Sp,n—1 = <2> > 1<n
Spn =1

Diese Rechenregeln kann man sehr schon am Dreieck fiir Stirlingzahlen erster Art

erkennen!
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Themenubersicht

3. Kombinatorik

3.3. Fundamentale Zahlkoeffizienten

3.3.3. Stirling-Zahlen zweiter Art
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Stirling-Zahlen zweiter Art

Snk gibt die Anzahl der Partitionen (s. Folie 43) einer n-elementigen Menge in k
nichtleere Klassen an. Man schreibt oft auch {}} statt S, .

Beispiel
Es gibt genau 7 2-Partitionen der Menge [4]:

{142,343}, {{2}.{1.3,4}}, {{3},{1,2,4}} , {{4},{1,2,3}},
{{1,2},{3,4}} . {{1.3},{2,4}}, {{1,4},{2,;3}} .

Bzw. kurz:
112,3,4 2]1,3,4 3]1,2,4 4|1,2,3 1,2|3,4 1,3|2,4 1,4]23

Also ist S50 =T7.
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Quizfragen

© No s wh =

Was
Was
Was
Was
Was
Was
Was
Was

ist 5371?

ist 5372?

ist 5471?

ist 5473?

ist Spo fir n € N7
ist Sp.1 fir n € N7
ist Sp p—1 fir n € N7
ist S, fiir n € No?
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Antworten

1 S31=1.
2. S35 =3
3. Sy =1
4. S43=6.
5. Spo =0.
6. Sp1=1.
7 Spn1=(D)
8. Spn=1.
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Die Werte von S,  kénnen in folgendem Dreieck abgelesen werden.

15

k

o 1 2 3 4
o [+1]
1 0 1
2 0 1 1
3 0| 1]3 |1

n

4 0 1 7 6 1
5 0| 1]15]|25]10
6 0| 1]3]|9|e6s
7 0o | 1 |63 |30L][350

140

21
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Rekursive Berechnung
Die Stirling-Zahl zweiter Art S,  geniigt fiir alle n, k € N mit k < n die Rekursion

Sn,k = Sn—l,k—l +k- Sn—l,k

mit So0 =1, Spo=0und S, , =1 fiir alle n € N.
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Wenn man k Klassen mit Zahlen aus [n] fiillen mochte, dann kann das Element n
entweder alleine in einer Klasse sein oder nicht (deswegen ,+").
Falls n alleine in einer Klasse ist, so hat man firr die restlichen n — 1 Elemente nur
noch k — 1 Klassen. Daher gibt es hierfiir 5,1 x_1 Moglichkeiten.
Falls n nicht alleine in einer Klasse ist, so muss man die restlichen n — 1 Elemente
in allen k Klassen verteilen (S,_1 x Méglichkeiten) und dann (deswegen jetzt ,,-")
das Element n in eine der k Klassen hinzufiigen (k Moglichkeiten). Insgesamt gibt
es hierfir k - 5,,_1k Moglichkeiten.
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Rechenregeln fiir Stirlingzahlen zweiter Art
Folgende Rechenregeln sind fiir Stirlingzahlen zweiter Art wichtig. Es gilt fiir n, k € Np:

Snk=Sn—1k-1+k-Sn—1k , 1< nk (Rekursive Berechnung)
Sp0=0, 1<n
5,,’1 =1 s 1 S n
Spp=2""1-1, 1<n
n
Sn,n—l = <2> s 1<n
Son=1

)

Diese Rechenregeln kann man sehr schén am Dreieck fiir Stirlingzahlen zweiter Art
erkennen!
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Themenubersicht

3. Kombinatorik

3.3. Fundamentale Zahlkoeffizienten

3.3.4. Zahlpartitionen
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Zahlpartitionen

Pn.k gibt die Anzahl der Partitionen der n-elementigen Multimenge {|1,1,...,1]} (s. Folie 631)
in k nichtleere Klassen an. Intuitiv gibt P, , die Anzahl der Moglichkeiten, n als Summe von k
Summanden aus N darzustellen.

Beispiel
Es gibt genau 4 3-Partitionen tber {|1,1,1,1,1,1,1}}:

(L0 ALl {11, 1,1, 10 )
(L0 AL 10 {11, 1,1, 1R
(L0 4% 11, {1, 1, 10 )
(4 1 {1 {1, 1, 1R

Bzw. kurz:
7 = 1+1+5 = 1+2+4 = 1+3+3 = 2+4+2+3.

Also ist P73 = 4.
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Quizfragen

© 00N o oA wDNd

Was
Was
Was
Was
Was
Was
Was
Was
Was

ist Pg4?

ist Pg5?

ist P77

ist Pg3?

ist Pno fir n € N7
ist Py fir n € N7
ist Pno fiir n € N7
ist P, p—1 fir n € N7
ist P, fiir n € No?
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Antworten

1. Poq=2.
2. Pes=1.
3. Pra=3.
4 Pg3=5.
5. Pno=0.
6. Ppy=1.
7. P = 3]
8. Ppn1=1.
9. Ppp=1.

)
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Die Werte von P, , konnen in folgendem Dreieck abgelesen werden.

o| [:]
1| Jof1
21 o] 1]1
3 o] 1f|1]1
n
41 o1 |2]1]1
51 o] 1]z2]2]1]1
6 ol 2113|321 ]1
71 ol 13|43 2]1]1
]
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Erste Rekursive Berechnung
Die Zahlpartition P, , geniigt fiir alle n, k € N mit k < n die Rekursion

K
Pk = Z Po—ki=Pnko+ Pnk1+Pok2+ ...+ Prkk
i—0

mit Poo =1, P,o=0und P,, =1 fiir alle n € N.
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Man mochte n len in k Klassen so verteilen, dass keine Klasse leer bleibt. Man kann
als erstes in jede Klasse zuerst genau eine 1 hinzufiigen, so dass wir nur noch n — k
ubrig haben. Dann gilt:

entweder wir fligen alle restlichen n — k 1len in keine Klasse hinzu (P,,_kp =0
Méglichkeiten, falls n — k # 0 bzw. P,_x o = 1 Méglichkeit, falls n — k = 0)

oder wir fiigen alle restlichen n — k len in eine Klasse hinzu (Pp_x 1
Moglichkeiten)

oder wir verteilen sie auf zwei Klassen (P,_x 2 Moglichkeiten)

oder wir verteilen sie auf drei Klassen (P,_x 3 Moglichkeiten)

oder wir verteilen sie auf alle k Klassen (P,_x x Moglichkeiten)
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Zweite rekursive Berechnung

Aus der ersten Formel folgt: Pp_1 x—1 = Zf-‘;ol Pk i. Ersetzt man nun die ersten
k — 1 Summanden der Summe Zf“:o Pn_k,i durch P,_1 1 erhdlt man folgende
aquivalente Aussage fiir alle n, k € N:

Pok = Pn_1k—1+ Pnkx

wieder mit Poo =1, P,o =0 und P, , =1 fiir alle n € N.
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Entweder es gibt mindestens eine Klasse mit nur einer 1 oder nicht.

Falls eine Klasse nur eine 1 hat, dann muss man lediglich die restlichen n — 1 len
auf die restlichen k — 1 Klassen verteilen (P,_1 x—1 Moglichkeiten)

Falls alle Klassen mindestens zwei len haben so kann man sich von jeder Klasse
eine 1 ,wegdenken" und nur n — k len auf die k Klassen verteilen.
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Rechenregeln fiir Zahlpartitionen
Folgende Rechenregeln sind fiir Zahlpartitionen wichtig. Es gilt fiir n, k € Np:

k
Pok = Z Po—ki s 1<nk (Erste rekursive Berechnung)
i=0
Pnk = Pn-1k-1+ Pakk , 1<nk (Zweite rekursive Berechnung)
'Dn,O = 0 9 1 S n
Par=1, 1<n
n
Pn,2 - \‘2J ’ 1 S n
Pn,nfl =1 ) 1<n
Ppn=1

Diese Rechenregeln kann man sehr schon am Dreieck fiir Zahlpartitionen erkennen!
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Vergleich: s, x vs. S,k vs. Pp«
Mit s, k, Spk und P, zéhlen wir die Moglichkeiten irgendwelche Elemente in nicht
unterscheidbaren Zyklen bzw. Klassen zu verteilen.
> Bei s, « sind die Elemente alle verschieden und die Reihenfolge der Elemente
innerhalb eines Zykels spielt eine Rolle.
> Bei 5, « sind die Elemente, wie bei s, «, alle verschieden, aber die Reihenfolge der
Elemente innerhalb einer Klasse ist irrelevant.
» Bei P, sind die Elemente alle gleich (das heiBt es spielt keine Rolle welches wo

landet) und die Reihenfolge der Elemente innerhalb einer Klasse ist ebenfalls
irrelevant.
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Ubersichtlicher als Tabelle:

Zahlkoeffizient Elemente

Reihenfolge der Elemente

Reihenfolge der Klassen

Sn,k verschieden
Sh verschieden
Pn k gleich

Zyklus
irrelevant
irrelevant

irrelevant
irrelevant
irrelevant

Deswegen gilt fir alle n, k € Ng:

Pn,k < Sn,k < Snk -
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Beispiel

5472:11 5472:7 P4,2:2
(1)(2,3,4) {{1}5,{2,3,43} {1, {1, 1, 1))
(1)(2,4,3)

(2)(1,3,4)  {{2},{1,3,4}}

(2)(1,4,3)

(3)(1,2,4)  {{3},{1,2,4}}

(3)(1,4,2)

(4)(1,2,3)  {{4},{1,2,3}}

(4)(1,3,2)

(1,2)(3,4) {{1,2},{3,4}} {1, 1}, {1 1}
(1,3)(2,4) {{1.3},{2,4}}

(1,4)(2,3) {{1,4}.{2,3}}
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Themenubersicht

3. Kombinatorik

3.3. Fundamentale Zahlkoeffizienten

3.3.5. Sonstige Zahlkoeffizienten
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Fixpunkte

Seien M eine Menge, f: M — M eine Funktion und x € M ein beliebiges Element. x
ist ein Fixpunkt von f, falls f(x) = x gilt. Die Menge aller Fixpunkten von f
bezeichnen wir mit fix(f).

Beispiele

» Fiir f: Z — Z mit f(x) = x? gilt fix(f) = {0,1}.

» Fir g: Z — Z mit g(x) = x + 1 gilt fix(g) = 0.

» Fir h: Z — Z mit h(x) = x gilt fix(h) = Z.
Fur die Permutation p = (1, 3)(2)(4,6,5)(7) gilt fix(p) = {2,7}
Fiir die Permutation idp,; = (1)(2)(3) .. . (n) gilt fix(id[y)) = [n].

v

v
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Rencontres-Zahlen
D, « gibt die Anzahl der Permutationen einer n-elementigen Menge an, die genau k
Fixpunkte besitzen.

Beispiel
Es gibt genau 6 Permutationen tber [4] mit genau 2 Fixpunkten:

(1,2)(3)(4), (1,3)(9)(4), (L, H(2)(3), (1)(2,3)(4), (1)(2,4)(3), (1)(2)(3,4).

Also ist Dy o = 6.
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Noch ein Beispiel
Es gibt genau 3! = 6 Permutationen lber [3]. Fir diese gilt:

p fix(p)  [fix(p)|
LH@E) {123 3
(1.2)(3) {3} 1
(1.3)(2) {2} 1
(123) {1} 1
(1,2,3) 0 0
(1,3,2) 0 0

Also gilt:
D370 = 2, D371 = 3, D372 =0 und D3’3 =1.
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Die Werte von D, , kénnen in folgendem Dreieck abgelesen werden.

k
4

45

20

10

264

135

40

15

0
o [1]
1 0
2 1
3 2

n

4 9
5 44
6 265
7 1854

1855

924

315

70

21
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Kronecker-Delta
O,k gibt einfach an, ob n = k gilt oder nicht.

1 falls n=k
6nk -
’ 0 falls n# k

Das Dreieck fiir d,, s ist entsprechend kompliziert.

o |1
1] [o]1

n 2 oo 1
3 o]l oo 1
4 o|lo]o]ol]f1

726 /1411



Themenubersicht

3. Kombinatorik

3.4. Balle und Urnen
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Themenubersicht

3. Kombinatorik

3.4. Balle und Urnen
3.4.1. Goldene Tabelle
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Goldene Tabelle

Wir zahlen die Anzahl aller méglichen Verteilungen von k Béllen auf n Urnen.

1 2 3 4
k Bille — n Urnen beliebig viele hochstens ein mindestens ein genau ein
Balle pro Urne Ball pro Urne Ball pro Urne Ball pro Urne
(,,beliebig") (,injektiv*) (,,surjektiv") (,,bijektiv*)
Balle unterscheidbar k k . |
A Urnen unterscheidbar n n m Sk’” k!
Balle gleich k+n—1 n k—1
B Urnen unterscheidbar ( k ) (k) (n—l) 1
Bélle unterscheidbar n
c Urnen gleich Ei:o Sk,i 1 Sk 1
Bille gleich n
b Urnen gleich Zi:o P, 1 Pi.n 1
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Damit die Verteilungen injektiv, surjektiv oder bijektiv sein konnen, muss
entsprechend k < n, k > n oder k = n gelten, sonst ist die Anzahl solcher
Verteilungen natirlich Null ;-)

Falls k = n gilt, dann liefern die Formeln fiir injektiv, surjektiv und bijektiv
dieselben Ergebnisse.

. . K _
Oft steht in den Musterlosungen 7; statt (k+Z b.

Falls Balle und Urnen unterscheidbar sind, dann ist die Verteilung automatisch
eine Funktion.

Dieses Modell ist eine Erweiterung des Modells auf Folie 639:

’ H mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen ‘

Reihenfolge relevant n¥ nk
Reihenfolge irrelevant (HZ*l) ()
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Rezept

Frage: Wie benutzt man die goldene Tabelle richtig?
Methode: Man stellt sich fiir jede der gegebenen Mengen folgende zwei Fragen:

Darf ein beliebiges Element aus dieser Menge mit
1. mehreren
2. Null

Elementen aus der anderen Menge in Verbindung stehen?

Hat eine der beiden Mengen auf beide Fragen nein als Antwort, dann sind das die
Balle! Fiir die andere Menge gilt dann:

1. Frage Jja nein ja nein
2. Frage ja ja nein nein

Verteilung H beliebig injektiv  surjektiv bijektiv‘

Bei bijektiven Funktionen ist es dann egal was Balle und was Urnen sind! ;-)
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Beispiele
1. Wir wiirfeln mit mehreren Wiirfeln gleichzeitig. Jeder Wiirfel zeigt eine von 6

verschiedenen Zahlen.

» Es kann nicht passieren, dass ein Wiirfel mehr als eine oder keine Zahl zeigt.
» Eine Zahl kann mehr als einmal oder auch Null mal vorkommen.

Es gilt also:
f : Wiirfeln — Zahlen (beliebig)

2. Wir verteilen ganze Schokoladen auf Studenten.

» Es gibt gierige Studenten die mehr als eine Schokolade essen und auch andere die
auf Diat sind und gar keine essen.
» Schokoladen werden nicht geteilt und auch nicht weggeschmissen.

Es gilt also:
f : Schokoladen — Studenten (beliebig)
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3. Huhner legen bekanntlich Eier.
» Ein Huhn kann mehrere oder auch gar keine Eier legen.
» Ein Ei wird nicht von mehreren Hiihnern gelegt und entsteht auch nicht von alleine.
Es gilt also:
f : Eier — Hihner (beliebig)

4. Wir spielen Lotto. Es werden Zahlen ohne zuriicklegen gezogen.

» Eine Zahl kann nicht mehrmals gezogen werden, aber es kann schon passieren, dass
sie nicht gezogen wird.
> In einer Ziehung kann man nicht mehr und auch nicht weniger als eine Zahl ziehen.

Es gilt also:
f : Ziehungen — Zahlen (injektiv)
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5. Informatikstudenten organisieren sich, um zusammen in Autos nach Garching zu
fahren.

» Ein Student kann nicht in zwei Autos sein und bleibt auch nicht ohne
Mitfahrgelegenheit.
» In einem Auto passen mehrere Studenten rein, aber das Auto kann nicht leer sein
(noch fahren Autos nicht von alleine).
Es gilt also:
f : Informatikstudenten — Autos (surjektiv)

6. Jeder von 11 FuBballspieler zieht vor dem Spiel eins von 11 Trikots an.

» Kein Spieler tragt mehr oder weniger als ein Trikot.
» Kein Trikot wird von mehr oder weniger als ein Spieler getragen.

Es gilt also:

f : FuBballspieler — Trikots (bijektiv)
Oder auch:

f : Trikots — FuBballspieler (bijektiv)
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Quizfragen
Eine Banane, ein Apfel, eine Orange und eine Pflaume werden auf 2 Kérbe verteilt.
Wie viele Verteilungsmoglichkeiten gibt es in jedem der folgenden Falle?

1. Die Korbe sind unterscheidbar,
Die Korbe sind unterscheidbar und kein Korb darf leer bleiben,
Die Koérbe sind unterscheidbar und jeder Korb soll genau 2 Obststiicke bekommen,
Die Koérbe sind nicht unterscheidbar,

Die Kérbe sind nicht unterscheidbar und kein Korb darf leer bleiben,

AR AN T o

Die Korbe sind nicht unterscheidbar und jeder Korb soll genau 2 Obststiicke
bekommen.

Gib dein Ergebnis als Zahl und nicht als unausgewertetem mathematischen Ausdruck
an.
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Antworten

1. Verteile 4 unterscheidbare Balle auf 2 unterscheidbare Urnen beliebig: 2* = 16.

2. Verteile 4 unterscheidbare Balle auf 2 unterscheidbare Urnen surjektiv:
21.540=2-7=14.

3. Fir den ersten Korb wahle 2 Obststiicke aus 4 und fir den zweiten 2 aus 2:
() () =6.

4. Verteile 4 unterscheidbare Balle auf 2 gleiche Urnen beliebig:
54714-5472 =1+7=8.

5. Verteile 4 unterscheidbare Balle auf 2 gleiche Urnen surjektiv: S40 = 7.

6. Fur den ersten Korb wahle 2 Obststucke aus 4 und fiir den zweiten 2 aus 2. Da
die Korbe gleich sind, sind je zwei Verteilungen identisch und wir missen durch 2

4\ (2
dividieren: % = 3.
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Knifflige Quizfragen

Der Weihnachtsmann hat dieses Jahr von 12 Informatikstudenten der TUM keinen
Wounschzettel bekommen. (Es gibt tatsachlich Leute, die nicht an den Weihnachtsmann
glauben!) Zu Hause am Nordpol hat er noch von Weihnachten 24 identische Socken
iibrig, die er jetzt groBziigigerweise den Studenten nachtriglich schenken mochte. Wie
viele Verteilungsmoglichkeiten gibt es in jedem der folgenden Falle?

1. Er verteilt alle 24 Socken irgendwie auf die 12 Studenten.

2. Er halt das fiir zu unpersdnlich und entscheidet jede Socke mit einer
unterschiedlichen Farbe zu farben und verteilt sie dann alle irgendwie.

3. Er mochte sparsamer mit seinen Socken umgehen und beschlieBt 12 der 24
gefarbten Socken irgendwie zu verteilen und 12 fiir sich zu behalten (fiir nachstes
Jahr).

4. Er halt diese Idee fiir zu unfair und beschlieBt 12 der 24 gefarbten Socken fair zu
verteilen (also eine Socke pro Student) und 12 fiir sich zu behalten.

5. Er merkt, dass man mit nur einer Socke nicht viel anfangen kann und beschlieBt

aus den 24 gefarbten Socken 12 Paare zu bilden und diese fair zu verteilen.
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Antworten

24+12—1) _ (gi) )

. Verteile 24 gleiche Balle auf 12 unterscheidbare Urnen beliebig: (“*",,

1

2. Verteile 24 unterscheidbare Balle auf 12 unterscheidbare Urnen beliebig: 1224,
3. Wahle zuerst 12 aus 24 und verteile dann die restlichen 12 beliebig. (fg) 1212,
4

. Wie 4., aber bijektiv: (%‘2‘) -121 = % 121 = 2412 Alternativ: verteile die

Studenten injektiv auf die Socken.
5. Wahle fiir Student 2 aus 24 Socken fir Student 1, dann 2 aus 22 fiir Student 2,

dann 2 aus 20 fiir Student 3, usw.: (3) - (3)-(3) ... (3) = %
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Themenubersicht

3. Kombinatorik

3.4. Balle und Urnen

3.4.2. Leere Urnen und Zwischenrdume
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Wir betrachten jetzt Aufgaben die etwa so aussehen:

m verschiedene Urnen stehen nebeneinander. Nun werden n Bélle so auf die
Urnen geworfen, dass in jeder Urne héchstens ein Ball landet und jede Urne,
in der ein Ball landet, benachbarte Urnen beeinflusst.

Die Anzahl an Verteilungsmoglichkeiten ermittelt man nicht, indem man Balle auf
Urnen verteilt, sondern leere Urnen auf Zwischenrdume. Das Rezept dazu steht auf der
nachsten Folie.
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Rezept

Frage: Wie verteilt man leere Urnen auf Zwischenraume?
Methode: Zahle die Anzahl der Moglichkeiten fiir folgende Schritte und multipliziere

sie zusammen.

1. Stelle die Balle in eine Reihe (eindeutig, falls alle Balle gleich sind bzw. n!
Moglichkeiten, falls alle unterschiedlich sind).

2. Von den m Urnen sind n belegt und m — n leer. Verteile einige der leeren Urnen so
auf die n+ 1 Zwischenrdume neben den Béllen, dass alle notwendigen
Bedingungen erfiillt werden.

3. Verteile schlieBlich die restlichen leeren Urnen auf die Zwischenraume.

Die Urnen werden dabei als gleich betrachtet. lhre Nummerierung ergibt sich dann aus
der Verteilung.

741 /1411



Beispiel
Aufgabe: Wir betrachten ein Parkhaus mit 12 nebeneinander stehenden Parkplatzen

OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0O0OO0OO

und drei gleiche Monstertrucks, die dort parken wollen. Aufgrund ihrer absurden GroBe,
belegen die Mostertrucks jeweils zwei benachbarte Parkplatze. AuBerdem soll links und
rechts von jedem Monstertruck mindestens ein Parkplatz zum Rangieren freigehalten
werden.

Eine Parkmoglichkeit ware beispielsweise:

[oNeoN N NoNON N NON N N6

Wie viele solche Parkmoglichkeiten gibt es?
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Losung: Wir modellieren belegte Parkplatze mit e und freie Parkplatze mit o und
verteilen dann freie Parkplatze auf Zwischenrdume wie folgt.

1. Weil die Monstertrucks alle gleich sind, gibt es nur eine Moglichkeit sie in eine
Reihe anzuordnen:

UeelUeeU ool
1 2 3 4

2. Weil links und rechts von jedem Monstertruck ein freier Platz sein muss, werden
von den 6 freien Parkplatzen 4 auf die Zwischenrdume verteilt (jeweils 1). Hierfiir
gibt es auch nur eine Moglichkeit:

(o] (o] (o] (o]
UeelU eel ool
1 2 3 4

3. Die lbrigen 2 freien Parkplatze werden beliebig auf die 4 unterscheidbaren

Zwischenraume verteilt. Hierfiir gibt es genau (2+g_1) = (g) = 10 Méglichkeiten.
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Das sind die 10 Parkmoglichkeiten:

1) 000000000000
2) ceeceecceecO
3) ceeceeccceeo
4) ceecoceeceecO
5) ceecoceecceeo
6) 0000000808 eo0
7) coeeceeceecoO
8) XX X XX X XeReX X ¢
9) coeecceeceeo
10) 000ee0ee0eeO
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Quizfragen

Wir betrachten wieder ein Parkhaus mit 40 nebeneinander stehenden Parkplatzen.
Wieder wollen Monstertrucks parken, die jeweils zwei Parkplatze belegen. Wie viele
Parkmoglichkeiten gibt es in den folgenden Szenarien?

1. Es sind 12 gleiche Monstertrucks.

2. Es sind 9 verschiedene Monstertrucks und zwischen je zwei Monstertrucks muss
mindestens ein Parkplatz frei bleiben.

3. Es sind 3 Snakebites, 2 Ghostriders und ein Bigfoot. AuBerdem miissen zwischen
je zwei Monstertrucks mindestens drei Parkplatze frei bleiben.
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Antworten

1. Bei 12 gleichen Monstertrucks ist die Reihenfolge eindeutig. Weil zwischen ihnen
keine Parkplatze frei bleiben miissen, werden keine freien Parkplatze im Voraus
verteilt:

JUeel ee oo ool oo oo ool oo Joeo oo oo oo
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

SchlieBlich werden die (ibrigen 16 freien Parkplatze beliebig auf 13 Zwischenraume

verteilt. Hierfiir gibt es (16+116371) = (%g) Méglichkeiten. Das ist auch die

Gesamtanzahl an Parkmoglichkeiten.
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2. Bei 9 verschiedenen Monstertrucks gibt es 9! verschiedene Reihenfolgen. Von den
22 freien Parkplatzen werden 8 zwischen den Monstertrucks verteilt (1 pro
Zwischenraum).

o o [} o] o] o] [0} o
Ueel ool ee ool ool oo ool oo @eeolJ
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

SchlieBlich werden die (ibrigen 14 freien Parkplatze beliebig auf 10 Zwischenraume
verteilt. Hierfiir gibt es (14+11f_1) = (ﬁ) Moéglichkeiten. Insgesamt gibt es also

ol. (ﬁ) Parkmoglichkeiten.
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3. Bei 3 Snakebites, 2 Ghostriders und einem Bigfoot gibt es %:1, =60
verschiedene Reihenfolgen. Von den 28 freien Parkplatzen werden 15 zwischen den
Monstertrucks verteilt (3 pro Zwischenraum).

000 000 000 [e]e)e) 000
Uee U ee U ee U oo U oo U ool
1 2 3 4 5 6 7
SchlieBlich werden die iibrigen 13 freien Parkplatze beliebig auf 7 Zwischenraume
verteilt. Hierfiir gibt es (13452_1) = (}g) Moglichkeiten. Insgesamt gibt es also

60 - (}g) verschiedene Parkméglichkeiten.

748 /1411



Quizfragen

7 Studenten bekommen am Tag der DS Klausur Sitzplatze in der ersten Reihe des
Horsaales zugewiesen. Diese besitzt 24 Sitzplatze. Wie viele mégliche Verteilungen gibt
es in den folgenden Szenarien?

1. Damit sie nicht voneinander abschreiben konnen, sollen zwischen je zwei
Studenten mindestens zwei Sitzplatze frei bleiben.

2. 3 der 7 Studenten kommen zu friih in die Klausur und legen sich auf den
Sitzplatzen zum Schlafen hin. Dabei belegt jeder genau 5 Sitzplatze.

3. Nun erscheinen fiir die Klausur doppelt so viele Studenten wie angemeldet waren.
Das heiBt, dass 14 Studenten sich nun die erste Reihe teilen missen. Dabei diirfen
die duBeren zwei Sitzplatze nicht frei bleiben. Weil die Studenten alle voneinander
abschreiben wollen, soll es zwischen je zwei Studenten hdchstens einen freien
Platz geben.

Hinweis: Natirlich sind Studenten unterscheidbar! ;-)
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Antworten
Wir modellieren freie Sitzplatze mit o und belegte Sitzplatze mit e.

1. Bei 7 Studenten gibt es 7! Reihenfolgen. Von den 17 freien Sitzplatzen werden 12
zwischen den Studenten verteilt:

[e]e] [e]e) [e]e) [e]e] [e]e] [e]e)
UeUeUeUeUeUeUeU
1 2 3 4 5 6 7 8

SchlieBlich werden die iibrigen 5 freien Sitzplatze beliebig auf 8 Zwischenraume
verteilt. Hierfiir gibt es (°"571) = (1?) Méglichkeiten. Insgesamt gibt es also
UE (152) Verteilungsmoglichkeiten.
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2. Bei 3 Studenten gibt es 3! Reihenfolgen. Weil jeder von ihnen 5 Sitzplatze belegt,
gibt es 9 frei Sitzplatze. Weil zwischen den Studenten keine Sitzplatze frei bleiben
miissen, werden keine freien Sitzplatze im Voraus verteilt:

ooooeo  Jjoeoooo Jjooooo
1 2 3 4

SchlieBlich werden die 9 freien Sitzplatze beliebig auf 4 Zwischenrdume verteilt.
Hierfiir gibt es (°75 ) = (f) Méglichkeiten. Insgesamt gibt es also 3! - ()
Verteilungsmoglichkeiten.

751 /1411



3. Bei 14 Studenten gibt es 14! Reihenfolgen. Weil zwischen den Studenten keine
Sitzplatze frei bleiben miissen, werden keine freien Sitzplatze im Voraus verteilt:
(X JUX JUX JUN JUN JUN JUX JUX JUX BUN RUN RUNK NUN )
i 2 3 4 5 6 7 8 90 10 11 12 13
Weil die duBeren Sitzplatze nicht frei sein diirfen, gibt es nur die 13 inneren
Zwischenrdume. Die iibrigen 10 freien Sitzplatze werden also so auf 13
Zwischenraume, dass jeder Zwischenraum hdchstens einen freien Platz bekommt
(injektiv). Hierfir gibt es (}g) Méglichkeiten. Insgesamt gibt es also 14! - (ig)
Verteilungsmoglichkeiten
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Themeniibersicht

4. Graphentheorie
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Themenubersicht

4. Graphentheorie
4.1. Grundlagen Graphen
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Themenubersicht

4. Graphentheorie

4.1. Grundlagen Graphen
4.1.1. Wichtige Begriffe
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Graphen
Sei (‘2/) = {M C V| |M| = 2} die Menge aller 2-elementigen Teilmengen von V. Ein

Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge V von Knoten und einer Menge E C (‘2/)
von Kanten.

Beispiel
G=(V,E) mit V=1[5]und E = {{1,2},{2,4},{2,5},{3,5}}:

Erinnerung: [n] = {1,...,n}.
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Nicht irritieren lassen! (\2/) “ ist nur eine Schreibweise und kein Binomialkoeffizient! Es
gilt beispielsweise:

<{a, l2> C}) = {{a,b}.{a,c}, {b,c}}.

Analog dazu wahlt man z.B. ,2M" fiir die Potenzmenge von M oder ,BA* fiir die Menge
aller Funktionen f: A — B damit gilt:

2] =2, (8 =18, [()] = (%).

Aber wie gesagt: Dies sind nur Schreibweisen! Es heiBt nicht, dass man einfach so Mengen
in Potenzen oder Binomialkoeffizienten einsetzen darf, als waren sie normale Zahlen.

Graphen sind ungerichtet, d.h. die Kanten zeigen in keine der beiden Richtungen.
Deswegen zeichnet man sie als Striche und nicht als Pfeile. Die Begriffe Graph,
ungerichteter Graph und einfacher Graph sind bei uns Synonyme.
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Quizfragen

1. Kann ein Graph Schlingen haben?
2. Kann ein Graph Mehrfachkanten haben?
3. Wie viele Graphen mit Knotenmenge V' = [5] gibt es?

Hinweise:
» Eine Schlinge ist eine Kante von einem Knoten zu sich selbst.
» Eine Mehrfachkante ist eine Kante, die mehrmals vorkommt.

» Erinnerung: [n] = {1,...,n}.
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Antworten

1. Nein! Kanten sind 2-elementige Mengen, d.h. es kann keine Duplikate geben.
2. Auch nicht! Die Kanten sind in einer Menge E enthalten, d.h. wieder sind keine
Duplikate erlaubt.
3. (\2/) ist die Menge aller , potentiellen” Kanten. Davon gibt es insgesamt
(3) = 3% = 10 Stiick. Da jede Teilmenge von (\2/) eine mogliche Kantenmenge ist,
entspricht die Anzahl an Graphen genau der Anzahl an Teilmengen von (%), d.h.:

‘p ((g))‘ _l(D] — 26) — 210 _ 1004,
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Nachbarschaften, Grade, Gradfolge und k-Regularitat
Sei G = (V, E) ein Graph.
» Die Nachbarschaft I'(v) (,Gamma") von einem Knoten v ist die Menge aller
Knoten die mit v durch eine Kante verbunden sind, also:

Mv):={weV|{v,w}eE}.

Die Knoten in '(v) werden Nachbarn von v genannt.

» Der Grad deg(v) eines Knotens v ist die Anzahl der Knoten, die mit v durch eine
Kante verbunden sind, also:

deg(v) := [T(v)]-
» Sei V = {vi,...,v,}. Dann heiBt (deg(v1),...,deg(vy,)) eine Gradfolge von G.
» A(G) := max{deg(v)|v € V} ist der Maximalgrad von G.
» 0(G) := min{deg(v)|v € V} ist der Minimalgrad von G.
» Besitzt G die Gradfolge (k, k, ..., k), so heiBt G k-regular.
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Beispiel
Sei G = (V, E) folgender Graph:

Es gilt:

(1) ={3},r2)={} r@3)=141,4} und r(4) = {3}.
deg(1) =1, deg(2) =0, deg(3) = 2 und deg(4) = 1.
Eine Gradfolge von G ist (0,1,1,2).

» Der Maximalgrad von G ist A(G) = 2.

» Der Minimalgrad von G ist §(G) = 0.

G ist nicht k-regular.

v

v

v

v
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Noch ein Beispiel
Sei G = (V, E) folgender Graph:

Es gilt:

(1) = {2,3,4}, T(2) = {1,3,4}, [(3) = {1,2,4} und T(4) = {1,2,3}.
deg(1) = 3, deg(2) = 3, deg(3) = 3 und deg(4) = 3.

Die einzige Gradfolge von G ist (3,3, 3,3).

Der Maximalgrad von G ist A(G) = 3.

» Der Minimalgrad von G ist §(G) = 3.

G ist 3-regular.

v

v

v

v

v
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Manchmal wird gefordert, dass eine Gradfolge auf- oder absteigend sortiert sein soll.

Dies ist bei uns nicht der Fall. Insbesondere kann ein Graph also verschiedene
Gradfolgen haben. Beispielsweise besitzt der Graph

vier verschiedene Gradfolgen: (1,1,1,3), (1,1,3,1), (1,3,1,1) und (3,1,1,1).
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Wege, Pfade und Kreise
Sei G = (V, E) ein Graph.
» Ein Weg der Lange k ist eine nichtleere Folge (vo, v, v2,...,vk) von k + 1
Knoten mit

{vo,vi}, {vi,w}, ..., {vk_1, v} € E.

k paarweise benachbarte Kanten

» Ein Pfad der Lange k ist ein Weg (v, ..., vk), in dem alle Knoten vy, ..., vk
paarweise verschieden sind.

» Ein Kreis der Lange k ist ein Weg (v, ..., vk), in dem alle Knoten vy, ..., vk_1
paarweise verschieden sind und vy = v, gilt.

Graphen, die keine Kreise besitzen, nennt man oder
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Beispiel
Sei G = (V, E) folgender Graph:

O— Q0

» (1,2,4,5,2,3) ist ein Weg der Lange 5, der weder Pfad noch Kreis ist.
> (1,2,3) ist ein Pfad der Lange 2.
> (2,4,5,2) ist ein Kreis der Lange 3.
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Erreichbarkeit und Zusammenhangskomponenten
Sei G = (V, E) ein Graph.
» Der Knoten w ist vom Knoten v aus erreichbar, falls ein Pfad (v,...,w) in G
existiert.
» Die Erreichbarkeit ist eine reflexive, symmetrische und transitive Relation auf
Knoten, d.h. eine Aquivalenzrelation.

» Die Menge aller Knoten, die sich untereinander erreichen kdnnen, bilden eine
Aquivalenzklasse und werden eine Zusammenhangskomponente von G gennant.

» Besitzt G genau eine Zusammenhangskomponente, dann nennt man G
zusammenhangend.
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Beispiel
Sei G = (V, E) folgender Graph:

» G hat genau 3 Zusammenhangskomponenten: {4}, {1,2,5,6} und {3,7}.

» G ist nicht zusammenhangend.
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Noch ein Beispiel
Sei G = (V, E) folgender Graph:

» G hat nur eine Zusammenhangskomponente: {1,2,3,4,5,6,7}. D.h. jeder Knoten
ist von jedem anderen aus erreichbar.

» G ist also zusammenhangend.
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k-partite Graphen

Sei G = (V,E) ein Graph und k € Ny. G heiBt k-partit, falls es eine k-Partition P der

Knotenmenge V gibt, so dass keine Kante vollstindig in eine der Klassen enthalten ist.
D.h.:

Yu,ve V,Ae P ({u,v}EE:>{u,v},@A).

Was eine k-Partition war kann auf Folie 43 aufgefrischt werden.
2-partite Graphen heiBen und 3-partite

Dass ein Graph mehrere solcher k-Partitionen besitzt heiBt nicht, dass es mehrere
verschiedene k-partite Graphen sind.
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Beispiel
Der folgende Graph ist bipartit.

In der rechten Zeichnung wurden die Knoten umgeordnet und die zugrundeliegende
Bipartition P = {{1,3,5},{2,4,6}} eingezeichnet.
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Noch ein Beispiel
Der folgende Graph ist tripartit.

In der rechten Zeichnung wurden die Knoten umgeordnet und die zugrundeliegende
Tripartition P = {{1,5},{2,6},{3,4}} eingezeichnet.
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Ein letztes Beispiel
Der folgende Graph ist 4-partit.

In der rechten Zeichnung wurden die Knoten umgeordnet und die zugrundeliegende
4-Partition P = {{1}, {2}, {3}, {4}} eingezeichnet.
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Quizfragen

1. Ist jeder k-partite Graph G = (V, E) mit |V| > k auch (k + 1)-partit?
2. Ist jeder k-partite Graph G = (V, E) mit k > 1 auch (k — 1)-partit?
3. Wann ist ein Graph G = (V, E) 1-partit?
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Antworten

1. Ja! Wenn keine Kante innerhalb einer Knotenteilmenge V; verlauft, dann kann
man V; beliebig in zwei weitere Mengen aufteilen und innerhalb von diesen wird
ebenfalls keine Kante verlaufen. Somit ist jeder Graph G = (V/, E) automatisch
|V/|-partit.

2. Nein! Die Graphen aus den letzten drei Beispielen kdnnen als Gegenbeispiel
benutzt werden. Der Graph auf Folie 770 ist bipartit, aber nicht 1-partit, der auf
Folie 771 ist tripartit, aber nicht bipartit und der auf Folie 772 ist 4-partit, aber
nicht tripartit. Ware diese Aussage auch wahr, dann ware jeder Graph G = (V, E)
automatisch 1-, 2-, 3-, ... und |V/|-partit, was echt seltsam waére.

3. Wenn V # () und E = (. Gabe es eine Kante {u, v} in E, dann kénnten v und v
nicht in derselben Klasse sein und G ware nicht 1-partit. Andererseits, falls V = 0,
dann ist nach Folie 43 P = {} die einzige mogliche Partition der Knotenmenge V
und G ware dann 0-partit.
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Teilgraphen und induzierte Teilgraphen
Sei G = (V, E) ein Graph.
» H= (V' E’) heiBt Teilgraph von G, falls V' C V und E' C EN (‘g/) gilt.
» H = (V' E’) heiBt induzierter Teilgraph von G, falls V/ C V und E' = EN (‘g/)
gilt.

!/
(\g) enthalt alle moéglichen Kanten (iber der neuen Knotenmenge V'.
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Beispiel
Seien G = (V,E) und H = (V’, E’) folgende Graphen:

H

H ist ein Teilgraph von G, aber kein induzierter Teilgraph, da {1,3} ¢ E’
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Quizfrage

Was ist an folgender Uberlegung falsch?
Méchte man zu G = (V, E) einen Teilgraph H = (V', E') konstruieren, so
hat man |P(V)| = 2!V verschiedene Moglichkeiten fiir V' und |P(E)| = 2!F|
fir E'. G hat also

oIVl olEl — olVI+IE]

verschiedene Teilgraphen.
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Antwort

Das ist nur eine obere Schranke. Es gibt zwar genau 2!VI+IEl Moglichkeiten ein Tupel
(V', E') zu konstruieren, aber im Allgemeinen sind einige davon keine Graphen,
beispielsweise wenn {v;, v;} € E’ aber v;,v; ¢ V'.

Deswegen kann man nur sagen, dass G hochstens so viele Teilgraphen besitzt.
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Graphenisomorphie

Zwei Graphen G = (V,E) und H = (V’, E’) sind genau dann isomorph zueinander
(G = H), wenn es eine Bijektion h: V — V/ gibt, so dass firr alle u,v € V gilt:

{u,v} € E < {h(u),h(v)} € E" .

Intuitiv sind also G und H isomorph zueinander, wenn man die Knoten von G so
umbenennen kann, dass G und H identisch sind.

Die Funktion h wird genannt.
Isomorphe Graphen haben dieselbe ,,Form".

Die Isomorphie ist eine Relation liber Graphen. Sie ist reflexiv, symmetrisch und
transitiv, also eine Aquivalenzrelation.
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Beispiel
Seien G = (V,E) und H = (V' E’) folgende Graphen

Mégliche Isomorphismen hy, hy : V — V/ waren:
h1:1—42—13—24—55—3

und
hy :1—52+—13—24—45+—3.
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Wichtige Aussagen zu Graphen

1. Handshaking-Theorem. In jedem Graph G = (V, E) gilt: ) ., deg(v) = 2|E]|.

2. Satz von Havel-Hakimi. Seien dy, ..., d, € Ng mit d; < ... < d,, dann gibt es genau dann
einen Graph G mit Gradfolge (d4y,...,d,), wenn es einen Graph G’ gibt mit Gradfolge

(d17 sy dnfdnf]m dnfdn - 17 ceey dnfl - 1)
n— d, — 1 gleich dp mit ,—1"
3. Fir jeden Graph G = (V, E) gilt:

» Es gibt eine Zusammenhangskomponente in G mit mindestens A(G) + 1 Knoten.
» Jede Zusammenhangskomponente in G besitzt mindestens 6(G) + 1 Knoten.

4. Fir jeden Graph G = (V, E) gilt:

G zusammenhangend = |V|<I|E|+1

G kreisfrei = |V|>|E|+1

G kreisfrei = |{veV|deg(v)=1}>2
G kreisfrei = G bipartit

G bipartit = 4|E| < |V]?
A(G)+6(G)+1>|V| = G zusammenhangend
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Quizfragen

1. Gibt es fiir jedes n € N einen 3-reguldren Graph G mit n Knoten?

2. Gibt es einen Graph G mit Gradfolge (1,2,3,3,3,4,4)?

3. Gibt es einen Graph G mit Gradfolge (2,4,4,6,6,6,7,7)7

4. Gibt es einen zusammenhangenden Graph G mit Gradfolge
(1,1,1,1,1,1,2,2,2,3,3)7?

Ist jeder Graph G mit Gradfolge (2,2,3,3,4,4,6) zusammenhangend?

. Ist jeder Graph G mit Gradfolge (2,2,2,3,4,5,5,6,6,7,8) zusammenhangend?

o o
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Antworten

1. Nein! Aus dem Handshaking-Theorem folgt, dass die Summe aller Grade gerade
sein muss. Fir n ungerade gibt es also keinen solchen Graph.

2. Ja! Aus dem Satz von Havel-Hakimi folgt, dass G genau dann existiert, wenn ein
Graph mit Gradfolge (0,0,0) (3 Knoten, keine Kanten) existiert.

’ Schritt H Gradfolge von G ‘ Gradfolge von G’ ‘

1 [(1,2,3,3,3,4,4) [ (1,2,2,2,2,3)
2 1/(1,2,2,2,2,3) | (1,3,1,1,1)
3| (1,1,1,1,2) (1,1,0,0)

4 /(0,0,1,1) (0,0,0)

Alternative Schreibweise:

HH

(1,2,3,3,3,4,4) 2% (1,2,2,2,2,3) 21

—(1,1,0,0) —

HH

sort (0 O, 1, 1)

R, 2,1,1,1) =% (
", (0,0,0)




3. Nein! Aus dem Satz von Havel-Hakimi folgt, dass G genau dann existiert, wenn

ein Graph mit Gradfolge (0, —1, —1) existiert, was unmoglich ist.

’ Schritt H Gradfolge von G

‘ Gradfolge von G’ ‘

1 (2,4,4,6,6,6,7,7) | (1,3,3,5,5,5,6)
2 (1,3,3,5,5,5,6) (0,2,2,4,4,4)
3 (0,2,2,4,4,4) (0,1,1,3,3)
4 (0,1,1,3,3) (0,0,0,2)
5 (0,0,0,2) (0,—-1,-1)
Alternative Schreibweise:
(2,4,4,6,6,6,7,7) =% (1,3,3,5,5,5,6) 5 (0,2,2,4,4,4)
HH

—(0,1,1,3,3) HH, (0,0,0,2) HH, (0,—-1,-1,)
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4. Nein! Fir G = (V, E) wiirde gelten: |V| =11 und
|E| = 334202420 L LEEL — 9 \Wegen |V/| > |E| + 1 kann G nicht
zusammenhangend sein.

5. Jal Fir G = (V,E) gilt |V| =7 und A(G) =6, d.h. G besitzt eine
Zusammenhangskomponente, die so groB ist, wie die Anzahl an Knoten.

6. Ja! Wegen A(G) = 8 besitzt G = (V/, E) eine Zusammenhangskomponente mit
mindestens 9 Knoten. Wegen 6(G) = 2 hat jede Zusammenhangskomponente
mindestens 3 Knoten. Damit G aus mindestens zwei
Zusammenhangskomponenten besteht, miisste |V/| > 9 4 3 = 12 gelten, was nicht
stimmt. Deswegen gilt die Implikation:

A(G)+0(G)+1>|V|] = G zusammenhangend.
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Themenubersicht

4. Graphentheorie
4.1. Grundlagen Graphen

4.1.2. Wichtige Klassen von Graphen

786 /1411



Wichtige Klassen von Graphen

Es gibt Graphen, die immer wieder vorkommen. Diese werden auf den nachsten Folien
vorgestellt.
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Pfade P,
Sei n € N. Der Graph G = (V,E) mit V = [n] und

Ez{{u,v}é <\2/> v:u+1}

heiBt Pfad Pp.
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Beispiele

i ©, ©,
©, ©, @
Py P, P; Py Ps
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Quizfrage

Wie viele Kanten besitzt P,?
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Antwort

Eine weniger als es Knoten gibt. D.h.:

|[E| =n—1.
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Kreise C,
Sei n € N eine natirliche Zahl mit n >3 und V = {w,...,v,_1} eine beliebige
n-elementige Menge. Der Graph G = (V, E) mit

c-fime (3

j:(i+1)modn}

heiBt Kreis C,.
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Beispiele

AL

C3 C4 C5 6
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Quizfrage

Wie viele Kanten besitzt C,?
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Antwort

So viele, wie es Knoten gibt. D.h.:
|E| = n.
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Vollstandige Graphen K,

Sei n € N eine natiirliche Zahl und V = {v,...,v,_1} eine beliebige n-elementige
Menge. Der Graph G = (V/, E) mit

heiBt vollstandiger Graph K.

In K, ist also jeder Knoten mit jedem anderen durch eine Kante verbunden.
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Beispiele

RLR
X

; »
(] ORIVAN
" o'



Quizfrage

Wie viele Kanten besitzt K,,?
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Antwort

So viele, wie es Moglichkeiten gibt, 2 Knoten aus den n zu wahlen. D.h.:

[
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Vollstandige bipartite Graphen K, ,

Seien m, n € N natirliche Zahlen und U = {uwp, ..., Um—1} bzw. V = {vo,...,vo_1}
beliebige m- bzw. n-elementige Mengen. Der bipartite Graph G = (U, V, E) mit

{39

heiBt vollstandiger bipartiter Graph Kp, 5.

v,-EUunva-GV}

In Km,n ist also jeder Knoten aus U mit jedem aus V' verbunden.
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Beispiele

K11 K1
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Quizfrage

Wie viele Kanten besitzt Ky, 7

802 /1411



Antwort

So viele, wie es Moglichkeiten gibt, jedes der m Knoten aus U mit jedem der n Knoten
aus V zu verbinden. D.h.:
|E| = m- n.
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Gittergraphen M, ,

Seien m, n € N natiirliche Zahlen und
V={vijlie{0,...,m—1und j€{0,...,n—1}} eine beliebige (n - m)-elementige
Menge. Graph G = (V, E) mit

E = {{V,',j, Vk,l} c <\2/>

heiBt Gittergraph Mp, 5.

!i—k|+|j—/|=1}

vij und vk ; sind also genau dann verbunden, wenn entweder i und k gleich sind und j
und / sich um genau 1 unterscheiden oder j und / gleich sind und i und k sich um
genau 1 unterscheiden.
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Beispiele

A411 M12
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Quizfrage

Wie viele Kanten besitzt M, ,7
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Antwort
Es gibt n(m — 1) ,horizontale” und m(n — 1) ,vertikale” Kanten. D.h.:

|E| =n(m—1)4+ m(n—1) =2mn—m — n.

Alternativ: Es gibt
> 4 Knoten mit zwei Grad 2 (die Knoten an den Ecken),
> 2(m —2) +2(n— 2) Knoten mit Grad 3 (die Knoten an den Seiten) und
» (m—2)(n— 2) Knoten mit Grad 4 (die inneren Knoten).

Mit dem Handshaking-Theorem erhalten wir:

2:443-2(m—=2)4+2(n—2))+4-(m—2)(n—2)

E| =
3 5

=2mn—m — n.
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Binare Hyperwiirfel Q,

Sei n € Ny eine natiirliche Zahl. Der Graph G = (V, E) heiBt n-dimensionaler binarer
Hyperwiirfel @, falls V' ={0,1}" und

E= {{u, v} e <\2/> ‘d(u7 v) = 1}

gelten. Der Hamming-Abstand d(u, v) von u und v gibt die Anzahl der Stellen an, an
denen sich v und v unterscheiden.

Fir Worter u = up...upund v = vy ... v, gilt:
n
d(u,v) :Z|u,-— vil,
i=1

Beispiele: d(0010,0010) = 0, d(0011,0110) = 2 und d(1011,0100) = 4.
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Beispiele

© O0—0O © (o)
Qo @ @2
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Quizfrage

Wie viele Kanten besitzt @Q,?
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Antwort

Es gibt 2”7 Knoten und jeder Knoten hat genau Grad n. Mit dem
Handshaking-Theorem erhélt man:

n-2"
E|l = =n-2""1
El=——=n
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Uberblick: Wichtige Klassen von Graphen

Hier ist eine kleine Zusammenfassung der Antworten der letzten Quizfragen:

Graph  Parameter Name Knoten Kanten
P, n>1 Pfad n n—1
C, n>3 Kreis n n
K, n>1 Vollstandiger Graph n "("2_1)
Km,n m,n>1 Vollstindiger bipartiter Graph n+m nm
Mm.n m,n>1 Gittergraph nm 2nm —n—m
Qn n>0 Binarer Hyperwiirfel 2" n2n—1
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Quizfragen

AN A

Fir welche
Fir welche
Fir welche
Fir welche
Fir welche

Fir welche

nund k ist P, k-regular?
nund k ist C, k-regular?
n und k ist K, k-regular?
m, nund k ist Ky, , k-regular?
m, n und k ist Mp, , k-regular?
nund k ist Q, k-regular?
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Antworten

P ist O-regular fir n = 1 und 1-regular fiir n = 2. Fiir n > 3 ist P, nicht k-regular.
C, ist 2-regular fir alle n > 3.
Ky, ist (n — 1)-regular fur alle n > 1.

Km,n ist genau dann k-regular, falls k = m = n gilt.

A R

Mpm n ist nur dann k-reguldr, wenn m,n < 2 gilt. Fir m=n =2 ist M, 5
2-reguldr und fiir m = n = 1 0-regular. Sonst ist My, , 1-regular.

6. @, ist n-regular fiir alle n > 0.
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Themenubersicht

4. Graphentheorie
4.1. Grundlagen Graphen

4.1.3. Sonstige Arten von Graphen
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Verallgemeinerte Graphen

Ein verallgemeinerter Graph G = (V/, E) besteht aus einer Menge V' von Knoten und

einer Multimenge E von 2-elementigen Multimengen Gber V.

Man nennt solche Graphen auch Multigraphen.

Beispiel

G= (V7 E) mit V' = [4] und E = {|{|173|} ) {’173|} ) {’174|} ) {’272”’ ) {’274|}|}:
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Bei verallgemeinerten Graphen haben Kanten keine Richtung.
Diesmal kann aber jede Kante beliebig oft vorkommen (,,Mehrfachkanten®).

Auch Kanten von einem Knoten zu sich selbst (,,Schlingen") sind erlaubt.
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Gerichtete Graphen

Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge V' von Knoten und einer
Menge E C V x V von gerichteten Kanten.

Beispiel
G=(V,E) mit V=1[5]und E ={(1,2),(2,4),(2,5),(5,3)}:

O——-

®
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Bei gerichteten Graphen haben Kanten eine Richtung. Deswegen zeichnet man sie als
Pfeile
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Hypergraphen
Ein Hypergraph G = (V, E) besteht aus einer Menge V von Knoten und einer Menge
E C P(V) von Hyperkanten.

Beispiel
G=(V,E) mit V=1[4und E ={{1,2},{1,3,4}}:

1 ®
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Bei Hypergraphen haben Kanten keine Richtung.

Eine Kante kann beliebig viele Knoten verbinden.
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Quizfragen

1. Wie viele Kanten kann ein Graph mit n Knoten maximal haben?
2. Wie viele Kanten kann ein gerichteter Graph mit n Knoten maximal haben?

3. Wie viele verschiedene Kanten kann ein verallgemeinerter Graph mit n Knoten
maximal haben?

4. Wie viele Kanten kann ein Hypergraph mit n Knoten maximal haben?
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Antworten

1. So viele wie, es Moglichkeiten gibt, 2 aus n Elementen ohne Zuriicklegen und
ohne Beachtung der Reihenfolge zu ziehen, d.h.: () = @

2. So viele wie, es Moglichkeiten gibt, 2 aus n Elementen mit Zuriicklegen und mit
Beachtung der Reihenfolge zu ziehen, d.h.: n?.

3. So viele wie, es Moglichkeiten gibt, 2 aus n Elementen mit Zuriicklegen und ohne

Betrachtung der Reihenfolge zu ziehen, d.h.: (2+g_1) = (";rl) = w

4. So viele wie, es Teilmengen von V gibt, d.h.: 2.
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Wichtig!

Es gibt keine Beziehung zwischen Graphen, gerichteten Graphen und Hypergraphen.
Graphen sind zwar ein Spezialfall von verallgemeinerten Graphen, aber weder ein
Spezialfall noch eine Verallgemeinerung von gerichteten Graphen oder Hypergraphen.
Die letzten zwei stehen auch untereinander in keiner Beziehung.

Die Definitionen und Aussagen bis Folie 812 beziehen sich nur auf normale (bzw.
,ungerichtete" oder ,einfache") Graphen!

Fir die gerichtete Graphen, verallgemeinerte Graphen und Hypergraphen miissten sie
angepasst werden. Das wurde aber, soweit ich weiB, nicht in der Vorlesung gemacht :-)
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Themeniibersicht

4. Graphentheorie

4.2. Baume
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Themenubersicht

4. Graphentheorie

4.2. Baume
4.2.1. Wichtige Begriffe
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Walder und Baume
Sei G = (V, E) ein Graph.
» G heiBt Wald, falls er kreisfrei ist.
» G heiBt Baum, falls er kreisfrei und zusammenhangend ist.
» Bei Baumen und Waldern heiBen Knoten mit Grad 1 Blatter.
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Beispiel
Sei G = (V, E) folgender Graph:

G ist ein Wald, aber kein Baum. Die Blatter sind 1,3,5,6,7.
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Noch ein Beispiel
Sei G = (V, E) folgender Graph:

G ist ein Baum mit Blattern 1,3, 4.
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Spannbaume

Ein Teilgraph T = (V', E’) von G = (V/, E) heiBt Spannbaum von G, falls T ein Baum
ist und V' = V gilt.
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Beispiel
Sei G = (V, E) folgender Graph:

Einige Spannbaume von G sind:
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Wichtige Aussagen zu Baumen und Waldern

1. Fir jeden Graph G = (V, E) gilt:

G zshgd. <= Je zwei Knoten sind in G durch mindestens einen Pfad verbunden
G kreisfrei <= Je zwei Knoten sind in G durch hochstens einen Pfad verbunden

2. Charakterisierung von Biumen. Fiir jeden Graph G = (V, E) gilt:

G ist ein Baum <=

117

G ist kreisfrei und zusammenhangend

G ist zusammenhiangend und es gilt |V| = |E| + 1

G ist kreisfrei und es gilt |V| = |E| +1

Je zwei Knoten sind in G durch genau einen Pfad verbunden

832 /1411



. Aus 2. folgt fir jeden Graph G = (V, E):

G Baum = G kreisfrei
G Baum = G zusammenhangend
G Baum = |V|=|E|+1

. Ist T =(V,E) ein Baum mit |V| > 2 Knoten und v € V ein Blatt, so ist der
durch V' \ {v} induzierte Graph ebenfalls ein Baum.

. Jeder zusammenhéangende Graph G = (V, E) enthalt mindestens einen
Spannbaum.

. Satz von Cayley. Es gibt genau n"~2 Biaume mit n Knoten.
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Achtung!
Folgender logischer Schluss ist falsch:

Fiir jeden Graph G = (V/, E) gelten folgende Aquivalenzen:

G Baum <= G zusammenhingend und kreisfrei
G Baum <= G zusammenhingend und |V| = |E|+1

Daraus folgt:
G kreisfrei <= |V|=|E|+1 .

Die letzte Aquivalenz gilt nur, falls G zusammenhingend ist!

Ubrigens: Jeder Baum besitzt alle drei Eigenschaften kreisfrei, zusammenhingend und
|V| = |E| + 1. Es reicht aber nur zwei davon zu beweisen, dann folgt die dritte
automatisch. Von diesen drei Eigenschaften kann ein Graph also entweder keine, genau
eine oder alle drei besitzen, aber niemals genau zwei.
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Quizfrage

Sei G = (V, E) ein Wald mit n Knoten und genau k Komponenten. Wie viele Kanten
enthalt G?
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Antwort

Jede der k Komponenten von G kann als Baum G; = (Vi, E;) furi=1,...,k
betrachtet werden. Fiir jeden dieser Baume gilt: |V;| = |E;| + 1. Daraus folgt:

|E| = |Ex| + ...+ |Ex]
=(Val=1)+...+ (V[ - 1)
=|Vi|+...+ | V| — k
=|V|—k
=n—k.

Ein Wald mit n Knoten und k Komponenten hat n — k Kanten.
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Themenubersicht

4. Graphentheorie

4.2. Baume

4.2.2. Priifer-Code
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Priifer-Code
Sei n € N mit n > 2. Der Priifer-Code ¢ zu einem Baum T = ([n], E) ist ein
(n —2)-Tupel
c=(ca,c,...,Ch2)
mit ¢1, ¢, ..., ch—2 € [n]. Dabei gilt:
» Jeder Baum l3sst sich durch genau einen Priifer-Code darstellen.

» Jeder Priifer-Code stellt genau einen Baum dar.
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Rezept

Frage: Wie kodiert und dekodiert man Baume mit dem Priifer-Code?
Methoden:

(1) Von Baum zu Code:

1. Solange der Baum mehr als 2 Knoten hat, wiederhole:

2. Entferne das kleinste Blatt vom Baum und flige seinen einzigen
Nachbarn in den Code hinzu;

3. Die letzten zwei Knoten einfach ignorieren;

(2) Von Code zu Baum:

1. Starte die Zeichnung mit allen Knoten die nicht im Code vorkommen;

2. Gehe den Code ¢ = (c1, ¢2,. .., Ch—2) von links nach rechts durch und

fur jeden Eintrag c; wiederhole:

3. Von den von ¢; verschiedenen, noch unmarkierten Knoten im Baum,
die nicht mehr im restlichen Code vorkommen, nimm den kleinsten,
markiere ihn und verbinde ihn mit ¢;;

4. Verbinde die letzten 2 unmarkierten Knoten miteinander;
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Beispiel

Ve U‘wr oo Cooler
10-2 =8

/

Aol onn Wenolen,
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Diese Methode stellt eine Bijektion zwischen der Menge aller Baume mit n
Knoten und der Menge

[n]""2 =[n] x [n] x ... x [n]

(n—2) mal
aller (n — 2)-Tupel iber [n] dar.
Daraus folgt der aus Folie 833.
Priifer-Codes priifen nichts. Sie wurden von entwickelt! ;-)
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Quizfragen

Gegeben seien folgende Baume T1, T, und T3:
LTy =([6],{{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,6}}),
2. T2 = ([6],{{1,3},{1,6},{2,6},{3,4},{5,6}}),
3. T3 = ([6], {{1,2},{2,4},{2,5},{3,4},{5,6}}).

Wie sieht der entsprechende Priifer-Code ¢; zu jedem Baum T; aus?
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Antworten

1 a=(1,1,1,2).
2. ¢ =(6,3,1,6).
3. ¢ =(2,4,2,5).
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Quizfragen

Gegeben seien folgende Prifer-Codes ¢;, ¢ und cs:
1. = (1, 3, 3, ].),
2. ¢ =(6,4,2,5),
3. ¢ =(1,1,1,1).

Wie sieht der entsprechende Baum T; zu jedem Priifer-Code ¢; aus?
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Antworten

LTy = ([6],{{1,2},{1,3},{1,6}, {3,4},{3,5}}).
2. T2 = ([6],{{1,6},{2,4},{2,5},{3,4},{5,6}}).
3. T3 = ([6], {{1,2},{1,3},{1,4},{1,5}, {1,6}}).

Bemerkung: In der Regel wird nicht erwartet, dass man Graphen als Tupel (V, E)
darstellt. Eine Zeichnung reicht hier und in den meisten Fallen vollig aus :-)
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Quizfragen

1. Was ist der Priifer-Code ¢; zu folgendem Baum 777

2. Wie sieht der Baum T, zu folgendem Priifer-Code ¢, graphisch aus?
@ =1(1,2,3,2,1,2,3)

3. Was stellt man fest, wenn man die Baume und Priifer-Codes der letzten zwei
Fragen miteinander vergleicht?
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Antworten

1. ¢ =(6,3,8,8,3,3,6).
2.

3. Dass man die Namen der Knoten im Baum vertauscht, heiBt nicht, dass man
einfach die Namen der Komponenten im Code entsprechend vertauschen kann.
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Wichtig!

Weil das Thema Wurzelbdume bisher fiir die Ubungsaufgaben irrelevant war, ist es auf
diesen Folien nicht zu finden. lhr findet es auf den Seiten 23-30 in den Vorlesungsfolien
zum Thema Baume.
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Themenubersicht

4. Graphentheorie

4.3. Euler-Touren und Hamilton-Kreise
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Themenubersicht

4. Graphentheorie

4.3. Euler-Touren und Hamilton-Kreise
4.3.1. Euler-Touren
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Euler-Touren
Sei G = (V, E) ein Graph.

» Eine Tour ist eine nichtleere Folge (v, v1, v2,. .., vk) von Knoten mit

{VOa V1}7 {V17 V2}7 ) {Vk—17 Vk} cE

und Vo = Vk.
» Eine Tour in G, bei der jede Kante genau einmal benutzt wird, heiBt Euler-Tour.

» Falls G eine Euler-Tour besitzt, dann heiBt er eulersch.

Touren sind Verallgemeinerungen von Kreisen bei denen die Knoten vy, ..., vx_1 nicht
notwendigerweise verschieden sein miissen.
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Beispiel
Der folgende Graph ist eulersch:

Eine mogliche Euler-Tour ist (a, b, c,d, e, a,c,e, b, d, a).
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Wichtige Aussage zu Euler-Touren

Satz von Euler. Ein Graph Graph G = (V, E) ist genau dann eulersch, wenn er
zusammenhangend ist und alle Knoten in ihm geraden Grad haben. D.h.:

G eulersch <= G zusammenhangend und Vv € V : deg(v) gerade .

Dieser Satz ist sowohl eine notwendige, als eine hinreichende Bedingung fiir
Euler-Touren.
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Quizfragen

1. Gibt es einen eulerschen Graph G mit Gradfolge (2,2, 3,3,4,4)?
2. Gibt es einen eulerschen Graph G mit Gradfolge (2,2,2,2,2,2)?
3. lIst jeder Graph G mit Gradfolge (2,2,2,2,2,2) eulersch?
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Antworten

1. Nein! G besitzt Knoten mit Grad 3 (ungerade).
2. Jal Ein Kreis mit 6 Knoten, d.h. der Gg.

3. Nein! Es gibt auch nicht-zusammenhangende Graphen mit Gradfolge
(2,2,2,2,2,2), z.B. zwei Kreise mit jeweils 3 Knoten.
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Quizfragen

AR AN A

Fir welche
Fir welche
Fir welche
Fir welche
Fir welche

Fur welche

n ist P, eulersch?
n ist C, eulersch?
n ist K, eulersch?
m und n ist K, , eulersch?
mund n ist My, , eulersch?

nist Q, eulersch?
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Antworten

Info: Alle 6 Graphen sind zusammenhangend. Es muss also nur (iberpriift werden, ob
jeder Knoten einen geraden Grad besitzt.

1. Py ist nur fiir n = 1 eulersch, weil er sonst mindestens einen Knoten mit Grad 1
besitzt.

2. C, ist fir alle n > 3 eulersch, da alle Knoten Grad 2 haben.

3. Jeder Knoten in K, hat Grad n — 1. K, ist also genau dann eulersch, wenn n
ungerade ist.

4. Die Knoten in K, , haben Grad n oder m. K, , ist also genau dann eulersch,
wenn m und n gerade sind.

5. Mpm.n ist nur fir m = n =1 oder m = n = 2 eulersch, sonst gibt es Knoten mit
Grad 1 oder 3.

6. Jeder Knoten in Q, hat Grad n. Q, ist also genau dann eulersch, wenn n gerade
ist.
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Themenubersicht

4. Graphentheorie

4.3. Euler-Touren und Hamilton-Kreise

4.3.2. Hamilton-Kreise
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Hamilton-Kreise
Sei G = (V, E) ein Graph.

» Ein Kreis in G, bei dem jeder Knoten genau einmal besucht wird, heiBt
Hamilton-Kreis.

» Falls G einen Hamilton-Kreis besitzt, dann heiBt er hamiltonsch.
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Beispiel
Der folgende Graph ist hamiltonsch:

Ein moglicher Hamilton-Kreis ist (a, b, ¢, d, e, f, g, h,i,j, a).
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Quizfrage

Gegeben seien folgende Graphen:

M X M X

Gy 2 3 4

Welche davon sind eulersch und welche hamiltonsch?
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Antworten

M XM X

eulersch v/ eulersch v/ eulersch X eulersch X
hamiltonsch v/ hamiltonsch X hamiltonsch v/ hamiltonsch X
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Wichtige Aussagen zu Hamilton-Kreisen

1. Kriterium von Ore. Jeder zusammenhangende Graph G = (V, E) mit |V| > 3, bei dem die
Summe der Grade je zwei nicht-benachbarter Knoten mindestens |V/| ist, ist hamiltonsch.

2. Fir jeden Graph G = (V, E) gilt:

i(G) > I—gl => G hamiltonsch
G hamiltonsch = Vv e V :deg(v)>2

3. Fiir jeden bipartiten Graph G = (V4, V, E) gilt:

G hamiltonsch = |Vi| =|V4|

Das Kriterium von Ore ist, im Gegensatz zum Satz von Euler, nur eine hinreichende
Bedingung. Ein Graph kann insbesondere hamiltonsch sein, ohne diese Bedingung zu erfiillen!
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Quizfragen

1. Fir welche n ist P, hamiltonsch?
2. Fir welche nist C, hamiltonsch?
3.
4

. Fir welche m und n ist K, , hamiltonsch?

Fir welche n ist K, hamiltonsch?
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Antworten

1. P, ist nur fuir n = 1 hamiltonsch.
2. C, ist fiir alle n > 3 hamiltonsch.

3. K, ist fir alle n > 1 hamiltonsch (jede Anordnung (v1,...,v,) der Knoten ist ein
Hamilton-Kreis).

4. Km,n ist nur fir m,n > 2 und m = n hamiltonsch. Dass K, , fir m <1, n <1
oder m # n nicht hamiltonsch sein kann, erkennt man leicht. Fiir n > 2 enthélt
Khn,n genau 2n Knoten mit jeweils Grad n. Somit ist die Summe der Grade zweier
beliebiegen Knoten mindestens 2n und der Graph ist nach dem Kriterium von Ore
hamiltonsch.
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Themenubersicht

4. Graphentheorie

4.4. Planaritat und Farbung
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Themenubersicht

4. Graphentheorie

4.4. Planaritat und Farbung
4.4.1. Planaritat
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Planaritat von Graphen

Ein Graph ist planar bzw. eben, falls man ihn auf einer Ebene zeichnen kann, so dass
sich keine Kanten (iberschneiden.

Man darf Knoten beliebig positionieren und Kanten verbiegen!
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Rezept

Frage: Wie zeigt man, dass ein Graph planar ist?
Methode: Durch eine schéne Zeichnung :-)
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Beispiel
Der folgende Graph ist planar.
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Satz von Kuratowski

» Ein Graph ist genau dann nicht planar, wenn er einen Teilgraph H besitzt, der
eine Unterteilung des Ks oder des K33 ist.

Ks K33

> Eine Unterteilung eines Graphen G ist ein Graph, der dadurch entsteht, in dem
Kanten von G durch Pfade ersetzt werden.
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Jeder Graph ist ein Teilgraph von sich selbst.

Jeder Graph ist eine Unterteilung von sich selbst.
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Rezept

Frage: Wie zeigt man, dass ein Graph G nicht planar ist?

Methode: Man findet einen Teilgraph H von G, der eine Unterteilung des K5 oder
des K33 ist. (Der Graph H kann auch genau Ks oder K33 sein.)
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Beispiel
Der folgende Graph G ist nicht planar, weil er einen Teilgraph H besitzt, der eine
Unterteilung des K33 ist.

G

Die Partitionsklassen des K3 3 sind hier {1,3,9} und {2,4,6}.
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Quizfrage
Ist der folgende Graph G planar?
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Antwort

Der Graph G ist nicht planar, weil er einen Teilgraph H besitzt, der eine Unterteilung
des Ksj ist.
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Quizfrage
Ist der folgende Graph G planar?
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Antwort

G ist planar, weil man den mittleren Knoten auch woanders zeichnen kann.
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Quizfrage
Ist der folgende Graph G planar?
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Antwort

Der Graph G ist nicht planar, weil er einen Teilgraph H besitzt, der eine Unterteilung
des K3,3 ist.

Teilgraph Unterteilung

Die Partitionsklassen des K33 sind h {1,3,6} und {2,5,7}.
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Quizfrage
Ist der folgende Graph G planar?
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Antwort

Der Graph G ist nicht planar, weil er einen Teilgraph H besitzt, der eine Unterteilung
des Kj ist.

Teilgraph Unterteilung

In diesem Fall sind H und Ks gleich.
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Quizfrage
Ist der folgende Graph G planar?
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Antwort

Der Graph G ist nicht planar, weil er einen Teilgraph H besitzt, der eine Unterteilung
des K33 ist.

Teilgraph Unterteilung

In diesem Fall sind H und K33 gleich. Die Partitionsklassen des K33 sind hier {1,2,3}
und {4,5,6}.
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Eulersche Polyederformel
Sei G = (V, E) ein planarer Graph.

» Falls G zusammenhangend ist, dann gilt:
|IR| = |E|—|V|+2.
» Falls G genau k Zusammenhangskomponenten besitzt, dann folgt daraus:
IRl =|E|—|V|+k+1.

R ist die Menge aller Gebiete (engl. regions).

Ein Gebiet ist einfach ein Stiick Zeichenflache, das von Kanten eingeschlossen wird.

Das ,,duBere” Gebiet zahlt auch mit!
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Beispiel
Sei G wieder folgender Graph:

Fiir die Anzahl |R| der Gebiete in G gilt:

IRl =|E| —|V| +2=14-10+2=6.
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Wichtige Aussagen zur Planaritat von Graphen

1. Eulersche Polyederformel. Fiir die Anzahl |R| der Gebiete eines
zusammenhéngenden planaren Graphen G = (V, E) gilt:

IRl = |E| - V| +2.

2. Fur jeden Graph G = (V, E):

G planar = |E[<3-|V|—-6
G planar = dv e V :deg(v)<5H
G kreisfrei = G planar

3. Satz von Kuratowski. Ein Graph G = (V, E) ist genau dann nicht planar, wenn er
einen Teilgraph besitzt, der eine Unterteilung von Ks oder K33 ist. Daraus folgt:

|{v € V|deg(v) >4}| <5und |{v e V|deg(v)>3}| <6 = G planar
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Quizfragen

1. Gibt es einen planaren Graph G mit Gradfolge (6,6,6,6,6,6,7,7,8,8,8)7
2. Gibt es einen nicht-planaren Graph G mit Gradfolge (1,2,2,2,3,4,4,4,4)?

3. Wie viele Gebiete besitzt ein planarer Graph G = (V, E) mit k
Zusammenhangskomponenten in Abhangigkeit von |V/|, |E| und k?
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Antworten

1. Nein! Kein Knoten v hat Grad deg(v) < 5 bzw. es gilt:
|[E| =37>27=3-|V|—6.
2. Nein! Damit G einen Teilgraph enthalt, der eine Unterteilung von Ks oder K33

sollte er mindestens 5 Knoten mit mindestens Grad 4 oder mindestens 6 Knoten
mit mindestens Grad 3. Dies ist nicht der Fall.

3. G besteht aus k planeren Graphen G; = (V;, E;) mit |R;| Gebieten fir
i=1,...,k. Das ,auBere Gebiet" ist das einzige Gebiet, was sie alle gemeinsam
haben. Daraus folgt:

IRl=(R]—1)+...+(JRe] — 1)+ 1
=|Ri|+...+|Re| —k+1
=(|E| = VAl +2)+ ...+ (|Ex| = VK| +2) — k+1
:‘Eﬂ—i—...—‘r’Ek‘—‘Vl‘—...—|Vk’+2k—k+1
= |E| - |V|+ k+1.
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Quizfragen

o b=

Fir welche n ist P, planar?
Fir welche n ist C, planar?
Fir welche n ist K, planar?
Firr welche m und n ist K, , planar?

Fir welche m und n ist My, , planar?
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Antworten

P, ist fir alle n > 1 planar.
C, ist fiir alle n > 3 planar.
K, ist nur fir n < 4 planar.

Km,n ist nur fiir m, n < 2 planar.

o e

M, ist fir alle m, n > 1 planar.
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Themenubersicht

4. Graphentheorie

4.4. Planaritat und Farbung

4.4.2. Farbung
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Farbung von Graphen
Eine Knotenfarbung eines Graphen G = (V/, E) mit k Farben ist eine Abbildung ¢ : V — [k], so
dass keine benachbarte Knoten dieselbe Farbe haben. Es gilt also fir alle Knoten vy, vp € V:

{Vl7 V2} ceE = C(Vl) ;é C(Vz).

Die chromatische Zahl x(G) (,,Chi von G") von G ist die minimale Anzahl an Farben, die fiir
eine Knotenfarbung von G bendtigt werden.

Statt {blau, rot, gelb, ...} ist unsere Farbpalette [k] = {1,..., k}.
Der Ausdruck c(v) gibt die Farbe des Knotens v an.

Der X'(G) war bis 2005 Teil des DS-Stoffes. Er gibt die minimale
Anzahl an Farben fiir eine von G an. In einer Kantenfarbung diirfen keine
zwei benachbarten Kanten dieselbe Farbe haben, d.h. fiir alle e;, e, € E:

etNe#0 = c(e) # c(e).
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Beispiel
Sei G = (V, E) wieder folgender Graph:

G kann wie folgt gefarbt werden:
c(1)=1,¢c(2)=2,c(3)=3, c(4)=3, c(5)=1, c(6) =2

Man kénnte ihn auch mit 4, 5 oder 6 Farben farben. Weil aber G Dreiecke enthalt, ist
das mit weniger als 3 Farben unméglich. Die chromatische Zahl von G ist also

x(G) =3.
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Quizfragen

AR A

Was ist x in Abhangigkeit von n?

P,)
Was ist x(Cp) in Abhéngigkeit von n?
)

Was ist x(K},) in Abhangigkeit von n?

M. ) in Abhéangigkeit von m und n?

(
(
(
Was ist x(Km,n) in Abhangigkeit von m und n?
Was ist x(
(

Was ist x(Qn) in Abhangigkeit von n?
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Antworten

1, fallsn=1
L x(Pn) = { 2, sonst
) 2, falls n gerade
2 x(Gn) = { 3, sonst
- xX(Kn) = n.
- X(Km,n) =2
1, falsn=1und m=1
5 X(Mm.n) { 2, sonst
1, fallsn=1
6 x(Qn) = { 2, sonst
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Wichtige Aussagen zur Farbbarkeit von Graphen

1. Fir jeden Graph G = (V, E) mit |V| > k gilt:

G ist k-partit <= G ist k-farbbar <= x(G) <k .

2. Fir jeden Graph G = (V, E) gilt:

G planar = x(G) <4 (Vier-Farben-Satz)
G Baum = x(G)=2

3. Greedy-Farbung. Fiir jeden Graph G gilt:

x(G) < A(G) + 1.
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Themenubersicht

4. Graphentheorie

4.5. Matchings
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Matchings
Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Matching M ist eine Menge M C E von paarweise
disjunkten Kanten.

Ein Matching ist perfekt, falls jeder Knoten zu genau einer Kante von M gehért, d.h.

falls gilt:
Vi

M| = -
M=
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Beispiel
Sei G = (V, E) wieder folgender Graph:

» My = {{1,2},{2,5},{3,6}} ist kein Matching, weil die Kanten {1,2} und {2,

nicht disjunkt sind.

» M, = {{1,2},{5,6}} ist ein Matching, aber kein perfektes Matching, weil die
Knoten 3 und 4 in M5 nicht vorkommen.

» M3 = {{1,4},{2,5},{3,6}} ist ein perfektes Matching.

5}
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Heiratssatz von Hall
Fiir einen bipartiten Graphen G = (V4, Va2, E) gibt es genau dann ein Matching M der
Kardinalitat | V4|, wenn gilt:

VX C Vi1 N(X)| > |X].

Hierbei ist ['(X) die Menge der Nachbarn aller Knoten aus X.

Eine sehr sehr wichtige Folgerung von diesem Satz ist, dass jeder bipartite, k-regulére
Graph G ein perfektes Matching hat. D.h.:

G bipartit und k-regulir = G hat perfektes Matching .
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Beispiel
Sei G = (V4, Vi, E) folgender bipartite Graph:

X r(x)
{ {
{1} {4}
{2} {4,5,6}
{3} {6,7}
(1,2} {4,5,6}
(1,3} {467}

(2,3} {4,5,6,7}
{13 2)3} {47 57 6? 7}

Da fur alle X C V4 die Ungleichung | X| < |T(X)] gilt, gibt es ein Matching M mit

M| =|Vi| =3, z.B.:
M= {{1,4},{2,5},{3,6}}.
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Wichtig!

Weil das Thema Stabile Heiraten sehr selten in Ubungsaufgaben vorkommt, ist es auf
diesen Folien nicht zu finden. Falls das Thema im aktuellen Semester relevant ist,
solltet ihr euch unbedingt die Vorlesungsfolien dazu anschauen.
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Wichtige Aussagen zu Matchings

1. Heiratssatz von Hall. Fiir einen bipartiten Graphen G = (Vi, V>, E) gibt es genau
dann ein Matching M der Kardinalitat | V4|, wenn gilt:

VX C Vy o |T(X)] > | X].
2. Fir jeden Graph G = (V, E) gilt:
G hat perfektes Matching = |V/| ist gerade
3. Fir jeden bipartiten Graph G = (V4, Vo, E) gilt:

G ist k-regular =—> G hat perfektes Matching
G hat perfektes Matching = |Vi| = | V2
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Quizfragen

AN A

Fir welche
Fir welche
Fir welche
Fir welche
Fir welche

Fir welche

n besitzt P, ein perfektes Matching?
n besitzt C, ein perfektes Matching?
n besitzt K, ein perfektes Matching?
m und n besitzt K, , ein perfektes Matching?
m und n besitzt My, , ein perfektes Matching?
n besitzt @, ein perfektes Matching?
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Antworten

P, besitzt genau dann ein perfektes Matching, wenn n gerade ist.
C, besitzt genau dann ein perfektes Matching, wenn n gerade ist.
K, besitzt genau dann ein perfektes Matching, wenn n gerade ist.
Km,n besitzt genau dann ein perfektes Matching, wenn m = n gilt.

Mm,n besitzt genau dann ein perfektes Matching, wenn m oder n gerade sind.

ok =

Qp besitzt fir alle n > 1 ein perfektes Matching.
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Themeniibersicht

5. Algebraische Strukturen
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Themenubersicht

5. Algebraische Strukturen
5.1. Algebren
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Operatoren

» Ein Operator o tber einer Menge A mit Aritat (oder Stelligkeit) n ist eine Funktion

o: A" — A
» Eine Menge B C A heiBit in o abgeschlossen, falls fiir alle a1, ..., a, € A gilt:
a,...,an€B = o(a1,...,ap) €B.
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Beispiele
Folgende sind Operatoren iiber R:

Operator Symbol  Aritat

Addition + 2
Subtraktion — 2
Multiplikation 2
Maximum max 2
Minimum min 2
Negation — 1

Die Division : ist ein Operator ber R\ {0} mit Stelligkeit 2. Sie ist kein Operator iiber
R, weil man durch Null nicht dividieren darf.
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Mehr Beispiele
Fir eine beliebige Menge A sind folgende Operatoren ber P(A):

Operator Symbol Aritat
Schnitt N 2
Vereinigung U 2
Differenz \ 2
Symmetrische Differenz A 2
Komplement a 1

P(B) ist fiir jede Menge B C Ain N, U, \ und /A abgeschlossen. Nur P(A) ist in
abgeschlossen.

911 /1411



Quizfrage

Fiir eine beliebige Menge A ist die Komposition von Funktionen o ein Operator mit
Aritat 2 iiber der Menge A” aller Funktionen f : A — A.

Welche interessanten Teilmengen von A? sind in o abgeschlossen?
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Antwort

Einige coole Teilmengen von A#, die in o abgeschlossen sind, sind:
» die Menge aller injektiven Funktionen f : A — A,
» die Menge aller surjektiven Funktionen f : A — A,
» die Menge aller bijektiven Funktionen f : A — A.

Erinnerung: Im Abschnitt ,Beweismethoden” haben wir bewiesen, dass die

Komposition von zwei injektiven (bzw. surjektiven) Funktionen wieder injektiv (bzw.
surjektiv) ist.
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Operatoren mit Stelligkeit 1 heiBen , mit Stelligkeit 2 und mit Stelligkeit
3

Fiir unire Operatoren o schreiben wir oft a (z.B. beim Komplement) oder oa
(z.B. bei der Negation).

Fir bindre Operatoren o schreiben wir oft a o b. Man nennt diese Schreibweise
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Algebren

» Eine Algebra (A, o1,...,0,) besteht aus einer Tragermenge A und beliebig vielen
Operatoren o1, ...,0,, so dass A in ihnen abgeschlossen ist.

» Eine Algebra (A, o) mit einem bindren Operator o heiBt kommutativ oder abelsch,
falls o kommutativ ist, d.h.:

Va,be A:aob=boa.

» (B, o) heiBt Unteralgebra von (A, o), falls B C A gilt und (B, o) selber eine
Algebra ist.
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A kann eine beliebige Menge sein und o1, ..., o, beliebige Operatoren tber diese
Menge. Der Fantasie sind hier keine Grenzen gesetzt ;-)

Das Symbol o (oft auch e, %, © oder @) ist nur ein Platzhalter fiir einen
beliebigen Operator und nicht notwendigerweise das Relationenprodukt oder die
Komposition von Funktionen!
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Beispiele
Einige Algebren lber Zahlen sind:
» (Q,+,—, -, min, max),
> (Z,4+,—, -, min, max),
» (No, +, -, min, max),
» (N, +, -, min, max).
Fir eine beliebige Menge M sind auch
» (P(M),Nn,U,\,A, ) und
> (MM,O)
Algebren
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Gegenbeispiele
» (Z,:), (N,:) und (Np,:) sind keine Algebren, da beispielsweise 1: 2 = 0,5 gilt und
0,5 in keine der drei Mengen enthalten ist.
> (Q,:)ist keine Algebra, da die Division durch 0 nicht definiert ist.
» (Q\ {0},:) ist eine Algebra. (Z \ {0},:) und (N\ {0}, :) dagegen nicht, da
beispielsweise 1 : 2 weder in Z noch in N enthalten ist.

» (Np, —) und (N, —) sind keine Algebren, da beispielsweise 1 — 2 keine natirliche
Zahl ist.
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Halbgruppen

Eine Algebra (A, o) mit genau einem bindren Operator o : A x A — A heiBit
Halbgruppe, falls sie assoziativ ist, d.h. wenn gilt:

Va,b,ce A:(aob)oc=ao(boc).
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Beispiele

Aus den Algebren aus Folie 917 lassen sich folgende Halbgruppen gewinnen.

» Uber Zahlenmengen:

(@7 +)7 (Qa ')7 (Qv min)? (Q7 max)
(Z,+), (z,)), (Z,min), (Z,max),
(No,+), (No,-), (No,min), (Ng, max),
(N,4), (N,9), (N,min), (N, max).

» Uber einer beliebigen Menge M:

(P(M),n), (P(M),V), (P(M),A), (MMo).

Alle hier aufgelisteten Halbgruppen sind, mit (MM o) als einzige Ausnahme,

kommutativ.
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Gegenbeispiele

» (P(M), ) ist fiir keine Menge M eine Halbgruppe, da das Komplement  nicht
binar ist.
» (Q\ {0},:) ist keine Halbgruppe, da die Division : nicht assoziativ ist. Es gilt
beispielsweise:
(8:4):2=1#4=8:(4:2).

» (Z,—) ist keine Halbgruppe, da die Subtraktion — nicht assoziativ ist. Es gilt
beispielsweise:
(5-3)—2=0#£4=5-(3-2).

» (P(M),\) ist nur fir M = () eine Halbgruppe. Fiir [M| > 1 ist die Differenz \
nicht assoziativ. Beispielsweise gilt:

{ADN{L} =0 # {1} = {13\ 0\ {1}).
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Quizfragen

Sei Q = {g ‘ pEZ,qé€E N} die Menge aller rationalen Zahlen und x o y der Mittelwert

von x und y, d.h.:
xoy:=—
1. Ist (Q, o) eine Algebra?
2. Ist (Q, o) eine Halbgruppe?
3. Ist (Q, 0) kommutativ?
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Antworten

1. Ja! o ist ein Operator iiber QQ, da der Mittelwert zweier Briiche wieder ein Bruch
ist. Fiir beliebige p,r € Z und q,s € N gilt:

P r_ats_pstar

qg s 2 2qgs

2. Nein! o ist nicht assoziativ. Beispielsweise gilt:

(905)0ol1=4#6=90(501).

3. Jal o ist kommutativ, da fiir alle x,y € Q gilt:

xoy:X—;y:y—;X:yox.
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Monoide
Eine Halbgruppe (A, o) heiBt Monoid, falls sie ein Element e € A mit folgender

Eigenschaft besitzt:
Vac A:ace=a=e¢eoa.

Dieses Element wird neutrales Element genannt.
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Ein Element e € A heifit , falls fir alle a € A gilt: eoa = a und

, falls fir alle a € Agilt: aoe = a.
Man nennt das neutrale Element e oft auch 1.
Existiert ein neutrales Element e, dann kann man auch (A, o, e) statt nur (A, o)
schreiben.
Es gibt in A entweder nur linksneutrale Elemente, nur rechtsneutrale Elemente
oder genau ein neutrales Element.
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Beispiele
Folgende Halbgruppen aus aus Folie 920 sind Monoide.
» Mit neutralem Element 0:

(@7+)7 (Z7+)7 (N0,+), (NOvmaX)'

» Mit neutralem Element 1:

(Qa')a (Z7')7 (N07‘)7 (N7')7 (N’max)‘

Alle hier aufgelisteten Monoide sind kommutativ.
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Gegenbeispiele
Keine Monoide sind:

(Q, min), (Z,min), (Ng,min), (N,min), (Q,max), (Z,max), (N,+).
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Quizfragen

Sei A eine beliebige Menge. Was ist in folgenden Monoiden das neutrale Element?
1. (P(A),N),
2. (P(A),u),
3. (P(A), L),
4. (AA)0).
Hinweise:
» Welche Mengen sind fiir jedes A in P(A) enthalten?
> Welche Funktion ist fiir jedes A in A” enthalten?
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Antworten
1. Das neutrale Element ist A, da fir alle X € P(A) gilt:
XNA=X=ANX.
2. Das neutrale Element ist (), da fur alle X € P(A) gilt:
XUh=X=0UX.
3. Das neutrale Element ist ), da fir alle X € P(A) gilt:
AAD = A= DAA.

4. Das neutrale Element ist die Identitatsfunktion id4, da fiir alle Funktionen f € AA
und alle x € A gilt:

(foida)(x) = f(ida(x)) = f(x) = ida(f(x)) = (ida of )(x).
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Gruppen

Ein Monoid (A, o) mit neutralem Element e heiBt Gruppe, falls es fiir jedes Element
a € A ein Element a~! € A gibt mit:

qoa ~=e=a3 ~oa.

a—! wird inverses Element von a genannt und kann in manchen Fillen a selbst sein.
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Ein Element a—! € A heiBit zu a € A, falls gilt: aloa=-eund

, falls gilt: a0 al=e

Existiert ein neutrales Element e, dann kann man auch (A, o, e) statt nur (A, o)
schreiben.

a1 ist nur eine Schreibweise und bedeutet nicht unbedingt é

Ein Element a € A besitzt entweder nur linksinverse Elemente, nur rechtsinverse
Elemente oder genau ein inverses Element.
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Beispiele

Die einzigen Monoide aus Folie 926, die Gruppen sind, sind:
(Q,+) und (Z,+).

AuBerdem ist auch (Q \ {0}, -) eine Gruppe. Alle drei Gruppen sind kommutativ.
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Gegenbeispiele
» (No, +) und (Np, max) sind keine Gruppen, weil nur die 0 ein inverses Element
besitzt (namlich die 0 selber).

» (No, ), (N,-), (N,max) und (Z,-) sind keine Gruppen, weil nur die 1 ein inverses
Element besitzt (ndmlich die 1 selber).

> (Q, ) ist keine Gruppe, weil die 0 kein inverses Element besitzt.
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Philosophische Quizfrage

Ist (@,0) mit dem leeren Operator o : () x ) — @) eine Gruppe?
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Antwort

No6! Weil es keine Elemente gibt, gibt es insbesondere kein neutrales Element. Also ist
(0, 0) zwar eine Halbgruppe, aber kein Monoid und somit auch keine Gruppe.
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Fiir jede Menge A und jeden bindren Operator o gilt:

Va,be A:aobe A
Die Einschrankung von o auf A ist assoziativ
Va,b,c € A: (aob)oc=ao(boc)

A besitzt ein neutrales Element beziiglich o

A A
A ist in o abgeschlossen }

dec A:Vac A: aoe=a=c¢oa

/
Jedes Element aus A besitzt ein inverses Element beziiglich o

VacA:JaleA:qoal=e=2a1loa

Daraus folgt folgende Hierarchie:

(A,0) Gruppe = (A,0) Monoid = (A, o) Halbgruppe = (A, o) Algebra.
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Beispiele

Aus den letzen Beispielen ergibt sich folgende Hierarchie:

1.

Gruppen sind:
(Qv+)a (Z,+), (Q\{O}v)

Monoide, aber keine Gruppen sind:

(N0,+), (NOymaX)’ (NOa')v (Nv')’ (N,max), (Za')v (Qa)

Halbgruppen, aber keine Monoide sind:
(Q, min), (Z,min), (Ng,min), (N,min), (Q,max), (Z,max), (N,+).

Algebren, aber keine Halbgruppen sind:

(Q\ {0}7 :)7 (Zv _)7 (P(M) ’ \)
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Quizfragen
Sei ¥ = {a, b, c} ein Alphabet und £* die Menge aller Worter tber ¥. Ist ©*
zusammen mit der Konkatenation von Woértern . ..

1. eine Algebra?

2. eine Halbgruppe?

3. ein Monoid?

4. eine Gruppe?

5. kommutativ?

Erinnerung: Das leere Wort € ist auch in ¥* enthalten!
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Antworten

1. Ja! Die Konkatenation zweier Worter aus * ergibt wieder ein Wort aus >*.

2. Ja! Die Konkatenation ist assoziativ, denn fiir beliebige Worter u, v, w € L* gilt
(uv)w = uvw = u(vw) (es ist egal welche zwei man zuerst ,,aneinander klebt").

3. Ja! Das leere Wort ¢ ist das neutrale Element, denn fiir ein beliebiges Wort
ueX* gilt eu = u = ue.

4. Nein! Kein Wort u hat ein Inverses u~!. Dieses miisste namlich eine negative
Liange haben, damit uu™! = € bzw. v~ 1u = € gilt.

5. Nein! Nicht fiir beliebige Worter u, v € ¥* gilt uv = vu, z.B. fiir u = ab und
v = bc.
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Quizfragen
(G, o) bildet mit G =Q\ {—1} und x oy := x + y + xy eine abelsche Gruppe.

1. Wieso ist G in o abgeschlossen?

. Wieso ist o assoziativ?

2

3. Was ist das neutrale Element in (G,o0)?

4. Besitzt jedes Element a € Q\ {—1} ein Inverses a=17?
5

- Was ist das inverse Element x~1 zu x = 37
6. Wieso ist (G, o) kommutativ?
Hinweis zu 1.: Da fir beliebige a, b € Q\ {—1} offensichtlich ac b € Q gilt, muss nur

a,beQ\{-1} = aob#-1

gezeigt werden. Zeige dies mit einem Widerspruchsbeweis: Nimm a, b € Q \ {—1} und
aob = —1 an und leite daraus einen Widerspruch her.
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Antworten
1. Seien a,b € Q\ {—1} beliebig mit ao b = —1. Dann gilt:

aob=-1—a+b+ab=-1
—a+ab=-1-b>
= a(l+b)=—(1+b)
—(1+b)

— b oder a 155h
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2. Seien a,b,c € Q\ {—1} beliebig. Dann gilt:

(aob)oc=(a+b+ab)oc
=(a+b+ab)+c+(a+ b+ ab)c
=a+ b+ c+ab+ ac+ bc+ abc ,
ao(boc)=ao(b+ c+ bc)
=a+ (b+c+ bc)+ a(b+ ¢+ bc)
=a+ b+ c+ab+ ac+ bc + abc.

Somit gilt (aob)oc=ao(boc).
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3. Sei e das neutrale Element. Dann gilt fiir ein beliebiges a € Q \ {—1}:

ace=a<—=at+etae=a
< e+a=0
<= e(l+a)=0
< e=0.

Das neutrale Element ist e = 0.
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4. Sei a € Q\ {—1} beliebig. Dann gilt:

aoal=e<=at+al+aal=0

—al4aal=-a
—al(l+a)=-a

-1 —a
—a = .
1+a
Somit ist fir jedes a das inverse Element =% in der Menge Q \ {—1} enthalten.
_ 3 -1_ ~—z _ _3
5. Das Inverse zu a= ;ist a=~ = ety 4

6. Seien a,b € Q \ {—1} beliebig. Dann gilt:

aob=a+b+ab=b+a+ba=boa.
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Verkniipfungstafeln

Eine Algebra (A, o) tber einer endlichen Menge A = {a1,...,a,} und einem binaren
Operator o (iber A l3sst sich sehr schén mit einer sogenannten Verknipfungstafel oder
Multiplikationstafel darstellen.

Jedes Element aus A bekommt eine bestimmte Zeile und Spalte einer Tabelle. Dann

verkniipft man jedes Element mit jedem und tragt das Ergebnis in der entsprechenden
Zelle ein.
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Beispiel
Sei (G, o) eine kommutative Gruppe lber einer 4-elementige Menge G = {a, b, c,d}
mit folgender Verkniipfungstafel fiir o:

’oHade
allb a d c
blfla b ¢ d
clld ¢ a b
dilc d b a

Woran erkennt man anhand der Verkniipfungstafel, dass (G, o) eine kommutative
Gruppe ist?
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[y

G ist abgeschlossen in o, da in der Tabelle nur Elemente aus G vorkommen.

G ist assoziativ. Hierfiir muss man alle Kombinationen ausprobieren. Zum Beispiel:
co(doa)=coc=a=boa=(cod)oa

Es sind insgesamt |S|® = 43 = 64 solche Rechnungen. Nehmen wir einfach mal
an, dass wir alle 64 berpriift haben ;-)

3. b ist das neutrale Element in (G, o).

4. Jedes Element besitzt ein Inverses:

al=a bl=b cl=d dl=c.

(G, o) ist kommutativ. Dies erkennt man an der diagonalen Spiegelachse.
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Bis auf die Assoziativitat, kann man alle Eigenschaften endlicher Algebren an der
Verkniipfungstafel erkennen. Die Assoziativitat des Operators muss leider mit brute
force tberpriift oder allgemein bewiesen werden.
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Quizfragen

Sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e und folgender Verkniipfungstafel:

o]

o

N < X ofo
< N o X|| X
X o N <|I<
D X < NJ|N

N < X o

1. Was ist das inverse Element a~! von jedem a € G?
2. Ist (G, o) kommutativ?
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Antworten

1. Es gilt:

el=e x1l=x, yl=y z1l=z

2. Ja! Das erkennt man an der diagonales Spiegelachse in der Verkniipfungstafel.
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Quizfragen

Sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e und folgender Verkniipfungstafel:

Lol

Q 0 oL o

Q 0O T L oo
O T QU0 Lo
O o v Q T T
L QA O T 00
T-L 0O o QflQ

1. Was ist das inverse Element a~! von jedem a € G?
2. lIst (G, o) kommutativ?
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Antworten

1. Es gilt:
el=e al=d bl=c cl=b dl=a

2. Ja! Das erkennt man an der diagonales Spiegelachse in der Verkniipfungstafel.
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Quizfragen

Sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e und folgender Verkniipfungstafel:

1. Was ist das inverse Element a~! von jedem a € G?

2. lIst (G, o) kommutativ?

’oHepqrst
elle p g r s t
pllp e t s r q
gllg s e t p r
rifr t s e q p
s||ls g r p t e
t{|t r p q e s
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Antworten

1. Es gilt:

2. Nein! Es gilt beispielsweise:

pogq=t#s=qop.
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Quizfrage

Wir betrachten die logischen Junktoren A, V, —, <+, ®, A und V nun als Operatoren
B x B — B fur B ={0,1} und bilden Algebren mit folgenden Verkniipfungstafeln:

(Ao 1] [vflo 1] [=]0o 1] [«]0 1]
00 0 0 1] [0t 1] 01
1o 1| (1)1 1] 1o 1|]1]01
(@0 1] [Afo 1] [V]o 1]
00 ot 1] [0 0
11 0| [1]10]|1]0 0

Wo sind diese Algebren in der Hierarchie einzuordnen?

Hinweis: Mit Wahrheitstafeln kann man Gberpriifen, dass nur A, V, <> und ®

assoziativ sind.
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Antwort

» Algebren sind sie alle, weil sie alle abgeschlossen sind.

v

Halbgruppen sind:

(B,A), (B,V), (B,«), (B,®).

v

Monoide sind:
(B,A), (B,Vv), (B,+), (B,®).

» Gruppen sind:
(B,«+), (B,®).

v

Kommutativ sind:

(B,A), (B,Vv), (B,«<), (B,®), (B,A), (B, V).
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Themenubersicht

5. Algebraische Strukturen

5.2. Gruppen
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Themenubersicht

5. Algebraische Strukturen

5.2. Gruppen
5.2.1. Wichtige Begriffe
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Eigenschaften von Gruppen
Sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e. Dann gelten folgende Rechenregeln:
1. Eindeutigkeit des neutralen Elements. Es gibt genau ein neutrales Element e.

2. Eindeutigkeit der inversen Elemente. Jedes Element a € G besitzt ein inverses
Element a~ %,

3. Involutionsgesetz. Fiir jedes a € G gilt: (a7)" 1 = a

4. Kirzungsregel. Fiir alle a, b, c € G gilt:

aoc=boc <= a=b
coa=cob <= a=bhb

5. Eindeutige Losung linearer Gleichungen. Fiir alle a, b, x € G gilt:
aox=b < x=alob

xoa=b < x=boal
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Weil Gruppen assoziativ sind, kénnen wir die Klammern oft weglassen.
Beispielsweise kénnen wir ao b o ¢ statt (ao b) o c oder ao (b o c) schreiben.

Weil wir bei Gruppen nur einen Operator zur Verfliigung haben, kénnen wir diesen
auch einfach weglassen und ab statt a o b schreiben.
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Quizfrage

Sei (G, o) eine beliebige, nicht notwendigerweise kommutative Gruppe mit neutralem
Element e und seien a, b, x € G beliebige Elemente.

Was ist die Losung der Gleichung
bo(aox) ' =boa

nach x?
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Antwort

Weil o assoziativ ist, kdnnen Klammern weggelassen werden.

bo

(a0x)"

=boa

feeeeeey

b=lobo(aox)"t=b"loboa

eo(aox)t=eoa
(aox)t=a
(20207 =
aox=a"
aloaox=atloal
eox=altoal

X = 3_103_1
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Kirzungsregel
Die Kiirzungsregel.besagt, dass fir alle a, b, c € G gilt:

aoc=boc <= a=b
coa=cob <= a=b

Intuitiv heiBt das, dass es in jeder Zeile und Spalte der Verkniipfungstafel jedes
Element genau einmal vorkommt.

Man nennt diese Regel auch =)
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Quizfrage

Sei (G, o) eine Gruppe mit G = {a, b, c,d, e, f} und folgender (unvollstandigen)
Verkniipfungstafel:

’oHabcdef‘
a

b d e a
c f c

d

ell c d
fi b

Wie sieht die eindeutige, vollstandige Verknlpfungstafel von (G, o) aus?
Hinweis: (G, o) ist eine Gruppe, d.h.:

> es gilt die Kiirzungsregel,
» es gibt ein eindeutiges neutrales Element und
> o ist assoziativ, z.B.: fob=(cob)ob=co(bob)=cod=c
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Antwort

Wegen c o d = c ist d das neutrale Element. Wir erhalten:

|

o

o
oy
0
Q.
®
-

a a
b d e b a
c f c
diia b ¢ d e f
ell c e  d
filb f
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Mit der Kiirzungsregel folgt:

’oHabcdef‘
a a
bi||f d e b ¢ a
c f c
dila b ¢ d e f
ellc a e d
fi b f
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Aus der Assoziativitat von o folgt: fob=(cob)ob=co(bob)=cod=rc.

’oHade f‘
a a
bi[f d e b a
c f c
diia b ¢ d f
ellc a e d
filb c f
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Mit der Kiirzungsregel folgt:
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Aus der Assoziativitat von o folgt: aocc=ao(fob)=(aof)ob=cob="F.

’OHQb def‘
alld e a c
b| f d b ¢ a
clle f c b
dila b ¢ d e f
el|l c a e d
fllb c f e
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Mit der Kiirzungsregel folgt:

O W Q% T O

T Q OUT V%

O T - Q T O

T %~ O @ O Q

T Q VT V%
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=d.

(coa)of=eof

Aus der Assoziativitat von o folgt: coc=co(aof)

f

O QT O

Q O O S

T Q 0T V%

“ O T U Q

O T - ® O

T %~ O @ O Q

T Q O T V%
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Mit der Kiirzungsregel folgt die fertige Verknlpfungstafel:

’oHabcdef‘
alld e f a b c
bi||f d e b ¢ a
clle f d ¢ a b
dila b ¢ d e f
ellc a b e f d
filb ¢ a f d e
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Potenzen von Elementen

Sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e. Fiir ein beliebiges Element a € G und

n € N gilt:
=e, a":=a"loa und a":=(al)"

Intuitiv heiBt das:

a"=30a30...0a und a"=aloalo...0al.
N————
genau n as genau n a~ls
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Ordnung von Elementen
Sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e und a € G. Dann ist

ord(a) :=min{n e N|a" = e}

die Ordnung von a in (G, o)

Es gilt min () := oo, d.h. dass ord(a) = co gesetzt wird, wenn kein n € N mit
a" = e existiert.

Das einzige Element mit Ordnung 1 ist das neutrale Element.

Nicht verwechseln: Die Ordnung eines Elements x ist ord(x). Die Ordnung der
Gruppe ist |G|.

Diese Definition konnte auch auf Monoide erweitert werden, obwohl das in DS
nicht explizit gemacht wird.
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Beispiel
Sei (G, o) eine Gruppe mit folgender Verkniipfungstafel:

[of[e x vy z]

elle x y z

x||x e z y

yily z x e

z|lz y e x

Es gilt:
e ~ ord(e) =1,
x e ~ ord(x) =2,
yix&zie ~ ord(y) =4,
oz oz oz

z—x—y—e ~ ord(z)=4
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Noch ein Beispiel
Sei (G, o) eine Gruppe mit folgender Verkniipfungstafel:

[ofle p g r s t]
ejlle p g r s t
pllp e t s r q
qllqg s e t p r
rilr t s e q p
sils g r p t e
tijt r p q e s

Es gilt:
e ~ ord(e) =1,
p—2e ~ ord(p) =2,
gL e ~ ord(q) =2,
re ~ ord(r) =2,
s 2t e ~ ord(s) =3,
t5se ~ ord(t)=3.
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Zwei unendliche Beispiele

» In der Gruppe (Z, +) gilt:

1 fallsx =0
ord(X) - {OO Sj)nsstx

> In der Gruppe (Q\ {0}, ") gilt:

1 fallsx=1
ord(x) =<2 falls x = —1
o0 sonst

977 /1411



Erzeugnisse
Sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e. Fiir ein a € G wird die Menge

(ay :={a"|neZ}.

Erzeugnis von a genannt.

Ist ord(a) < oo, dann gilt: (a) = {37 2., aord(a)}_
Fir alle a € G gilt: ord(a) = |(a)].
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Zyklische Gruppen

Sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e.
» Ein Element a € G heiBt Erzeuger oder Generator von (G, o), falls (a) = G gilt.
» Besitzt G einen Erzeuger, so heiBt G zyklisch.

Falls G endlich ist, dann ist (G, o) genau dann zyklisch, wenn ein Element a € G
die Ordnung ord(a) = |G| hat.

Jede zyklische Gruppe ist kommutativ, aber nicht jede kommutative Gruppe ist
zyklisch.
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Beispiel
Sei (G, o) wieder eine Gruppe mit folgender Verkniipfungstafel:

e x vz
elle x y =z
x||x e z vy
yily z x e
z||lz y e x
(G, o) ist zyklisch, weil sie von y und z generiert wird:
e ~ () ={e},
X e ~ (x) ={x,e},
y =S x—5z5e ~ (y)={y.xze}
oz oz oz
z—x—y—e ~ (z)={z,x,y,€e}
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Noch ein Beispiel

Sei (G, o) wieder eine Gruppe mit folgender Verkniipfungstafel:

Kl

+ 0 SO T oo

+ 1 S Q T o

SQ ~+ uw o T|T

T S 0w o ~+QQ

r s t|
r s t
s r q
t p r
€ q p
p t e
qg e s

(G, o) ist nicht zyklisch, weil sie von keinem Element generiert wird:

e

o
p-2e

oq
q— €

or
r—e

os os
s—t—e

ot ot
t—s—e

¢ ¢ ¢ ¢ ¢

(e) = {e},

(p) ={p, e},
(q) ={q,e},
<r> = {r’ e}’
<5> = {57 t, 6}7
(t) ={t,s, e}.
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Drei unendliche Beispiele

> In der Gruppe (Z, +) generiert jedes Element alle Vielfachen von sich selbst.
Beispielsweise gilt:

(0) = {0},

1) = {..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...},
<2> = {"'7_67_45_270’2)4’65‘--}5
3) = {...,—9,-6,-3,0,3,6,9,...},

Fiir ein beliebiges k € Z gilt: (k) = {k-n|n € Z}. Somit ist das einzige Element,
was endlich viele Elemente erzeugt, die 0.
> In der Gruppe (Q\ {0}, ") gibt es zwei Elemente, die endlich viele Elemente
generieren: 1 und -1. Es gilt: (1) = {1} und (—1) = {-1,1}.
» Die Gruppe (Z,+) ist zyklisch, da sie sowohl von der 1 als auch von der -1
generiert wird. Die Gruppe (Q \ {0}, -) ist nicht zyklisch.
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Quizfragen

Sei (G, o) wieder eine Gruppe mit neutralem Element e und folgender
VerknUpfungstafel:

@]

N < X oflo
< N o X||X
X o N <|I<
o X < NN

N < X o

1. Was ist das Erzeugnis (a) und die Ordnung ord(a) von jedem a € G?
2. Ist (G, 0) zyklisch?
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Antworten

1. Als sogenannte Erzeugnistafel:

’ a H (a) ‘ ord(a) ‘
e || {e} 1
x || {x, e} 2
y | {y.er| 2
z | {z,e} 2

2. Nein! Kein Element hat Ordnung 4.
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Quizfragen

Sei (G, o) wieder eine Gruppe mit neutralem Element e und folgender

Verknipfungstafel:

1. Was ist das Erzeugnis (a) und die Ordnung ord(a) von jedem a € G?

2. Ist (G, o) zyklisch?

|

(¢]

|

|

Q 0O T L o

Q 0O T L oo

o T QAU 0O L|L

O o v Q T T

L QA ® T 0|0

oL 0O o Qfl Q
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Antworten

1. Als Erzeugnistafel:

] a H (a) \ ord(a) ‘
e |l {e} 1
al| {acb,d, e} 5
b| {b,a,d, c, e} 5
c | {c,d,a, b, e} 5
d |l {d,b,c,a e} 5

2. Jal (G, o) wird von a, b, c und d erzeugt.
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Quizfragen

Sei (G, o) wieder eine Gruppe mit neutralem Element e und folgender

Verkniipfungstafel:

1. Was ist das Erzeugnis (a) und die Ordnung ord(a) von jedem a € G?

2. lIst (G, 0) zyklisch?

lolle p g r st
elle p g r s t
pllp e r g t s
qllqg r s t p e
rifr g t s e p
sSi|ls t p e r ¢q
t||t s e p qg r

087 / 1411



Antworten

1. Als Erzeugnistafel:

H (a) ‘ ord(a) ‘
{e}
{p e}

a
e
P
q | {q,s,p,r t e}
.
S
t

{r,s, e}
{s,r,e}
{t,r,p,s,q, €}

DWW N

2. Ja! (G, 0) wird von g und t erzeugt.
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Quizfrage

Die imaginare Einheit i € C besitzt die Eigenschaft i> = —1. Wie sehen die
Erzeugnisse (i) und (—i) in der Gruppe (C\ {0}, -) aus?
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Antwort

SVt G G R T S R T 1
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Untergruppen

Sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e. (H, o) ist eine Untergruppe von
(G,0), falls H C G und (H, o) selber eine Gruppe ist.

Damit eine Teilmenge von G mit o eine Gruppe bilden kann, muss sie das neutrale
Element enthalten.

(G,0) und ({e}, o) sind immer Untergruppen von (G, o). Diese werden
genannt.

Fiir jedes a € G ist ((a), o) eine zyklische Untergruppe von (G, o).

Ist (G, o) endlich, dann ist jede Unteralgebra (A, o) von (G, o) eine Untergruppe.
D.h. man muss nur auf die Abgeschlossenheit von (A, o) achten.
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Beispiel

Sei (G, o) wieder eine Gruppe mit folgender Verkniipfungstafel:

Lol |

N< X o
N< X oo
< N o X||X%
o X N <|[<
X o < NJI|N

Folgende Mengen bilden mit o Untergruppen von (G, o):

{e}, {e,x}, {e,x,y,z}.
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Noch ein Beispiel
Sei (G, o) wieder eine Gruppe mit folgender Verkniipfungstafel:

[o][e p g r s t]
elle p g r s t
pllp e t s r q
qgllq s e t p r
riflr t s e q p
sils q r p t e
tijjt r p q e s
Folgende Mengen bilden mit o Untergruppen von (G, o):

{e}, {e;p}, {e,q}, {er}, {es t}, {ep,q,r,s,t}
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Mehr Beispiele
> Fir jedes k € Zist (T,+) mit
T=1{k-nlneZ}

eine Untergruppe von (Z, +). Beispielsweise ist T fiir k = 2 die Menge aller
geraden Zahlen. Die einzige endliche Untergruppe von (Z, +) ist ({0}, +).

» Die Gruppe (Q\ {0}, -) hat genau zwei endliche Untergruppen: ({1},-) und
({_17 1}a )
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Quizfrage

Sei (G, o) wieder eine Gruppe mit neutralem Element e und folgender
Verkniipfungstafel:

(@]

N < X o
N < X ol o
N o X|lX
X o N <||I<
o X < NJ|IN

<

Welche der folgenden Teilmengen von S bilden mit o eine Untergruppe?

{e}, {ex}, {ez}, {ex,y} {ey 2z}, {exy,z}.
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Antwort

Weil G endlich ist, miissen wir nur auf die Abgeschlossenheit der Teilmenge achten.
Untergruppen sind dann:

{e}, {ex}, {ez}, {ex,y,z}.
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Quizfrage

Sei (G, o) wieder eine Gruppe mit neutralem Element e und folgender
Verkniipfungstafel:
Lo

Q 0O T L oo
o O QA 0O vi|lL
O o v Q oo
L Q o T a0

L O o Qi Q

Q 0O T L o

b

Welche der folgenden Teilmengen von S bilden mit o eine Untergruppe?

{e}, {e,a}, {e/a,c}, {eb,d}, {e ,a b,c}, {e a b, c, d}.
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Antwort

Weil G endlich ist, missen wir nur auf die Abgeschlossenheit der Teilmenge achten.
Untergruppen sind dann:

{e}, {e,a,b,c,d}.

998 /1411



Quizfrage

Sei (G, o) wieder eine Gruppe mit neutralem Element e und folgender
VerknUpfungstafel:

lo][e p g r s ¢t
elle p q r s t
pllp e r g t s
qllg r s t p e
riflr g t s e p
s|fs t p e r q
t{|t s e p q r

Welche der folgenden Teilmengen von S bilden mit o eine Untergruppe?

{e}, {ep}, {eq}, {eq;s}, {es.r}, {ep,q,rs, t}
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Antwort

Weil G endlich ist, miissen wir nur auf die Abgeschlossenheit der Teilmenge achten.
Untergruppen sind dann:

{e}, {e,p}, {es,r}, {e,p,q.r,s,t}.
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Quizfragen

Welche der folgenden Mengen T3, T, T3 C Z bilden mit + eine Untergruppe von
(Z,+)?

1. Ty = {0}

2. To={2n|neZ}

3 Ts={2n+1|nez}
4. Ty =N

5. Ts =Ny
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Antworten

1. Jal Ty enthalt nur das neutrale Element und ist somit eine der trivialen
Untergruppen. Sie ist sogar die einzige endliche Untergruppe von (Z, +).

2. Ja! T, ist abgeschlossen, enthilt das neutrale Elemente und alle inversen
Elemente. T» ist die durch 2 bzw. —2 erzeugte Untergruppe.

3. Nein! T3 enthalt alle ungeraden Zahlen und ist deswegen nicht abgeschlossen.
AuBerdem enthélt T» nicht das neutrale Element 0.

4. Nein! Ty ist zwar abgeschlossen, aber enthalt nicht das neutrale Element O.
AuBerdem enthilt sie keine inverse Elemente.

5. Nein! Ts ist zwar abgeschlossen und enthalt das neutrale Element 0, aber die 0 ist
das einzige Element was ein Inverses in T besitzt.
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Nebenklassen
Sei (G, o) eine Gruppe und (H, o) eine Untergruppe von (G, o). Fiir jedes a € G

definieren wir:

Hoa := {boa|be H} (rechte Nebenklasse von (H,0) zu a)
aoH := {aob|be H} (linke Nebenklasse von (H,o0) zu a)

Die Menge der rechten bzw. linken Nebenklassen bildet eine Partition von G.
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Beispiel
Sei (G, o) wieder eine Gruppe mit folgender Verkniipfungstafel:

IOHe X y z‘ ]aH{e,x}oaHaO{e,x}‘
elle x y z e {e,x} {e,x}
x||x e z y X {x, e} {x, e}
ylly z x e v {rz} {2}
z|lz y e x z | {zy} {z,y}
Die Untergruppe ({e, x}, o) besitzt folgende rechte Nebenklassen:
{e;x}, {y,z}.

Diese stimmen mit den linken Nebenklassen lberein.

1004 /1411



Noch ein Beispiel

Sei (G, o) wieder eine Gruppe mit folgender Verkniipfungstafel:

[ {e;p}oalac{ep}]

lo]le p g r s t] | a
ejfle p g r s t e
pilp e t s r q p
9|9 s e t p r q
rilr t s e q p r
sifls q r p t e s
tijjt r p q e s t

{e; p}
{p,e}
{q,t}
{r,s}
{s,r}
{t,q}

{e;p}
{p,e}
{q,s}
{r, t}
{s,q}
{t, r}

Die Untergruppe ({e, p}, o) besitzt die rechten Nebenklassen

{e;p}, {a,t}, {r s}

und die linken Nebenklassen

{e,p}, {a,s}, {r,

t}.
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Der Satz von Lagrange

Sei (G, o) eine endliche Gruppe mit neutralem Element e. Dann gilt fiir jede
Untergruppe (H, o) von (G,o): |H| teilt |G].

Eine sehr wichtige Folgerung ist, dass die Ordnung ord(a) aller Elemente a € G auch
die Gruppenordnung |G| teilen muss. Sonst ware ((a), o) eine Untergruppe, deren
Ordnung |(a)| die Gruppenordnung |G| nicht teilt.
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Quizfragen
Sei (G, o) eine Gruppe mit G = [307], neutralem Element 6 € G und einer
hochkomplizierten Operation o, die kein Mensch versteht.

1. Wie viele verschiedene Untergruppen besitzt (G,0)?

2. Welche Ordnung hat das Element 28 € G?
Erinnerung: [307] = {1,2,...,307}
Info: 307 ist prim und Lagrange toll.
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Antworten

1. Weil |G| = 307 prim ist, kann die Anzahl der Elemente einer Untergruppe nach
dem Satz von Lagrange nur 1 oder 307 sein. Das sind genau die zwei trivialen
Untergruppen (G, o) und ({6},0). Es gibt also genau zwei Untergruppen.

2. Weil |G| = 307 prim ist, muss ord(28) nach dem Satz von Lagrange entweder 1
oder 307 sein. Ordnung 1 hat nur das neutrale Element 6, d.h. 28 muss die
Ordnung ord(28) = 307 haben.
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Quizfrage
Gibt es eine nicht-zyklische Gruppe (G, o) mit |G| prim?
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Antwort

Nein!

Fir jede Gruppe (G, o) mit |G| prim gilt nach dem Satz von Lagrange, dass alle
Elemente in G entweder 1 oder |G| als Ordnung haben. Da das neutrale Element das
einzige Element mit Ordnung 1 ist, haben alle andere Ordnung |G|. G enthalt also
|G| — 1 verschiedene Erzeuger und ist somit automatisch zyklisch.
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Wichtige Aussagen zu Gruppen

1. Sind (Hi,0) und (Ha2, o) Untergruppen von (G, o), dann auch (H; N Ha, o).
2. ((a),0) ist fur jedes a € G eine zyklische Untergruppe von (G, o).

3. Die Menge der rechten bzw. linken Nebenklassen einer Untergruppe (H, o) von
(G, o) bildet eine Partition von G.

4. Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe (G, o) ist auch zyklisch.
5. Jede zyklische Gruppe ist kommutativ.
6. Fur jedes Element a einer Gruppe gilt: ord(a) = |(a)|.
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Wichtige Aussagen zu endlichen Gruppen

1. Jede Unteralgebra einer endlichen Gruppe ist eine Untergruppe.
2. Satz von Lagrange:

Fiir jede Untergruppe (H, o) einer endlichen Gruppe (G, o) gilt: |H| teilt |G].
3. Satz von Lagrange (Folgerung):

Fir alle Elemente a € G einer endlichen Gruppe (G, o) gilt: ord(a) teilt |G]|.

4. Wenn |G| prim ist, dann ist (G, o) zyklisch.
5. Fir jede endliche Gruppe (G, o) gilt:

(G,0) zyklisch <= 3dae€ G:ord(a) =|G| .

6. NEU: Fiir jedes Element a einer Gruppe (G, o) gilt: a=! = al¢l-1,
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Rezept

Frage: Wie findet man alle Untergruppen einer Gruppe (G, 0)?
Methode: Bestimme fiir jedes a € G das Erzeugnis (a) und die Ordnung ord(a). Die
Menge aller Erzeugnisse ist genau die Menge aller zyklischen Untergruppen. Dann:

1. Ist (G, o) zyklisch, so gibt es keine weitere Untergruppen mehr.

2. Sind alle nichttrivialen Teiler von |G| (also alle auBer 1 und |G|) prim, so gibt es
nur triviale und zyklische Untergruppen.

3. Fir jeden nichttrivialen Teiler k von |G|, der nicht prim ist, versuche eine
Untergruppe mit k Elementen durch Ausprobieren zu konstruieren. Die
Ordnungen dieser Elemente sollen alle k teilen!
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Beispiel

Sei (G, o) wieder eine Gruppe mit neutralem Element e und folgender

Verkniipfungstafel:

’oHepqrst
elle p g r s t
pllp e r g t s
qgllg r s t p e
rifr gq t s e p
sils t p e r ¢q
t||t s e p qg r
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(G, o) besitzt folgende Erzeugnistafel:

H (a) ‘ ord(a) ‘
{e}
{p, e}

a
e
p
q | {q,s,p,r t e}
.
S
t

{r,s, e}
{s,r, e}

{t,r,p,s,q,e}

DWW WO N

Die Gruppe ist zyklisch, weil sie von g bzw. t erzeugt wird. D.h. es gibt nur zyklische
Untergruppen:

{e}, {e,p}, {ersh, {epqrst}
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Noch ein Beispiel
Sei (G, o) wieder eine Gruppe mit neutralem Element e und folgender
Verkniipfungstafel:

@]

N < X ofo
< N o X||X
X o N <|I<
o X < NN

N < X o
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(G, o) besitzt folgende Erzeugnistafel:

] H (a) \ ord(a) ‘
{e}

{x, e}
{y. e}
{z, e}

Die Gruppe ist zwar nicht zyklisch, aber der einzige nichttriviale Teiler von |G| = 4 ist
2, also prim. Die Untergruppen sind also alle zyklisch oder trivial:

{e}, {e.x}, {ey}, {ez}, {exy 2z}

N < X oo
NN N R
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Ein letztes Beispiel

Sei (G, o) eine Gruppe mit folgender Verkniipfungstafel:

o][1 2 345 6 7 8]

O~V T MmN A
M~ LI oo OMm—A < AN
O 0O NM~MNANS—M
IO O M~ - AN
< MO AN A O M~ O LW
M = < AN~ LW O
N = M © 0 1O M~
— AN T OO N~
AN T OO N~
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(G, o) besitzt folgende Erzeugnistafel:

] H (a) \ ord(a) ‘
{1}
{2,4,3,1}
{3,4,2,1}
{4,1}
{5,1}
{6,4,7,1}
{7,4,6,1}
{8,1}

(G, o) ist nicht zyklisch und |G| = 8 besitzt den nicht-trivialen Teiler 4. D.h. es kénnte
nicht-zyklische Untergruppen mit 4 Elementen geben.

O NO Ol P~ WDN H|L

N A PEANONNDS D=
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Fir diese Untergruppen kommen nur Elemente infrage, deren Ordnung kleiner oder
gleich 4 ist (sonst waren sie zyklisch), aber 4 teilt (laut Lagrange).

In diesem Fall ist {1,4,5,8} die einzige Kandidatin fiir eine solche Untergruppe. Stellt
man eine Verknipfungstafel fiir sie auf, so stellt man fest, dass sie eine Unteralgebra
und somit auch eine Untergruppe von (G, o) bildet:

o]l

o o~ Rlo
o Gl Rk
Gl o — A&
A~ = oo lf|o
= N o1 ocof| oo

Die Untergruppen von (G, o) sind also:

{1}7 {1’4}7 {17 5}’ {17 8}7 {17 27 37 4}7 {174)6)7}7 {1747 57 8}7 {17 27 3747 57 67 7)8} .

zyklische Untergruppen nicht-zyklische Untergruppen
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Quizfrage

Welche der folgenden Kongruenzen sind richtig? Streiche bei den falschen das Symbol
=, durch.

—7 =3 8, 7 =5 —117
2 =6 8, —10 =11 22,
3 =12 27, 6 =4 18,

-4 =; 11, 15 =3 —13,

11 =1 —5, —4 =2 108.

Hinweis: Was die Kongruenzrelation modulo n ist, muss bestimmt wieder aufgefrischt
werden! Die Definition und ein paar Beispiele gibt es auf Folie 158.

1021
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Antwort

-7 =3
2 =
3 =p

-4 =

11 =1

—10

15

~11,
22,
18,
13,
108.
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Themenubersicht

5. Algebraische Strukturen

5.2. Gruppen

5.2.2. Additive Gruppe modulo n
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Die Modulo-Operation

Modulo kann auch als Operation mod : Z x N — Nj. aufgefasst werden. Fiir beliebige
a€ Zund ne N gilt:
a
amodn:=a— LJ - n.
n

|x] :=max{m € Z| m < x} rundet den Wert von x ab.
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Die Modulo-Operation (Alternative Definition)
Die Modulo-Operation wird auch wie folgt definiert werden. Fiir beliebige a € Z und

n € N gilt:
amodn=r < a=,rund0<r<n.

Diese Definition ist aquivalent zur ersten.

Aus Folie 158 wissen wir:

amodn=r <= ZJk€Z:a=kn+r < (a—r)|n
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Beispiele
» Bei groBen Zahlen benutzt man am besten die Formel:

437 mod 7 = 437 — riq - 7T=437-62-7=3

245
—245 mod 9 = —245 — {QJ 0= 245 (-28)-9=7

> Bei kleinen Zahlen benutzt man am besten die Kongruenz modulo n:

20 =5 24 =5 19 =¢ 14 =5 9 =5 4 ~ 20 mod 5 = 4
—13 =3 —10 =3 —7 =3 —4=3 -1 =3 2 ~ —13mod3 =2
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Quizfragen

Was ist 35 mod 67

Was ist 3 mod 77

Was ist (—5) mod 117

Was ist (—17) mod 67

Was ist 38 mod 27

Was ist 75 mod 9?7

Was ist (—36) mod 97

Was ist 5 mod 17

Was ist (n®> — 1) mod (n + 1) fiir ein beliebiges n € N?
Was ist n?> mod (n+ 1) fiir ein beliebiges n € N?

© 0 N o Ok =

,_.
o
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Antworten

35 mod 6 = 5.

3mod 7 = 3.

—5mod 11 = 6.

—17 mod 6 = 1.

38 mod 2 = 0.

75 mod 9 = 3.

—36 mod 9 = 0.

5mod1=0.

n>—1mod (n+1)=(n+1)(n—1) mod (n+1) =0.
n>mod (n+1)=((n+1)2-2(n+1)+ 1) mod (n+1) = 1.

e A T o

,_.
o
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Rechenregeln fiir Modulo
Fir beliebige a, b, n € N gilt:

1. (a+ b) mod n= ((a mod n) + (b mod n)) mod n,

2. (a-b) mod n = ((a mod n) - (b mod n)) mod n,
3. (a-b) mod (a-n)=a-(bmod n).
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Quizfragen

Was ist 2168 mod 37

Was ist 2297 mod 37

Was ist 100° mod 97?

Was ist 23090 mod 317

Was ist (10% + 58 + 1247) mod 37

o e

Taschenrechner sind verboten! ;-)
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Antworten

1. 4 (also 22) ergibt 1 modulo 3:

2168 mod 3 = (22)% mod 3 = 434 mod 3 = 184 mod 3 = 1.
2. 4 (also 22) ergibt 1 modulo 3:

2201 mod 3 = ((22)199.2) mod 3 = (1-2) mod 3 = 2.
3. 100 ergibt 1 modulo 9:

100% mod 9 = 1%° mod 9 = 1.

4. 32 (also 2°) ergibt 1 modulo 31:
2500 mod 31 = (25)1% mod 31 = 3219 mod 31 = 1% mod 31 = 1.
5. 10, 52 und 12 ergeben entsprechend 1, 1 und 0 modulo 3:
(108 + 553 4+ 1247) mod 3 = (10% + (52)3! . 5 4+ 124") mod 3 =
(1085 4-2531.5+1247) mod 3 = (185 +13!.5+0%") mod 3 = (1+5+0) mod 3 = 0.
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Die Ganzzahlige Division
a -+ n ist das ganzzahlige Ergebnis der Division von a € Z durch n € N. Es gilt:

a+n::a—(amodn): {aJ.
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Beispiele

Es gilt:
195 _ 12—(12mod5): 12—2:E:2
5 5 5
—11—-(-11mod3) -—-11-1 -12
-11+3= = = — 4
3 3 3
bzw.

2rs=| 2] 2=

—11
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Quizfragen

© N s~ wh =

Was ist 7 + 37

Was ist 23 +~ 67

Was ist 38 ~ 77

Was ist —15 + 47

Was ist —8 + 57

Was ist —10 + 47

Was ist —n =+ 1 fiir ein beliebiges n € N?
Was ist —2n = 2 fiir ein beliebiges n € N7
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Antworten

©® N o g A~ W=

73— 7—(7 mod 3) —9

2326 — 23—(3236mod 6) _3
387 — 38—(387mod N _5§

—15 ¢ 4= 5B medd) _ gy
—g+5=0-(8medd) _ 5

10=4 — _10_(_;110 mod 4) _3.

2 2
2 .4 _ —n°—(=n"modl)  _—p2-0 _
n-+1= I =—=5—=-n
. n_ —2n—(—-2nmod2) _ —2p—0 __
—2n+2= > - > -

—n.
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Additive Gruppe Modulo n

Seien n € N, Z, :={0,...,n— 1} die Menge aller moglichen Reste einer Division
durch n und +, die Addition modulo n mit

a+nb:=(a+ b)modn.

Dann ist (Zp,+,) fur alle n € N eine Gruppe.

Weil wir Z,, immer nur in Kombination mit +, betrachten werden, schreiben wir oft
einfach Z, statt (Z,, +n).
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Beispiel
(Z3,+3) ist eine Gruppe mit Tragermenge

Zz ={0,1,2}
und folgender Verknlpfungstafel:
’ +3 H 01 2 ‘
00 1 2
1|1 2 0¢4—zB. 1+32=(1+2)mod3=0
22 01
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Noch ein Beispiel
(Z4,+4) ist eine Gruppe mit Tragermenge

Zs ={0,1,2,3}
und folgender Verkniipfungstafel:
[+4]]0 1 2 3]
00123
111 2 30
212 3 01
313012

ekz.B.2+43:(2+3)m0d4=1
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Ein letztes Beispiel
(Zs,+s5) ist eine Gruppe mit Tragermenge

Zs ={0,1,2,3,4}
und folgender Verknlpfungstafel:

|

+

5 |

A WN RO
~wN ~ ollo
o s~ WN KRR
—_ o A~ W NN
N R OB wl|w
W N~ O NN

¢+—2zB.3454=(3+4)mod5=2
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Eigenschaften von (Z,, +,)

Die Gruppe Z, besitzt fiir jedes n € N folgende Eigenschaften:
> |Zn| = n.
» Das neutrale Element ist die 0.
» Das inverse Element von m € Z, ist m~1 = (—m) mod n.

(Zp, +n) ist kommutativ und zyklisch.

v

v

Die Elemente 1 und n — 1 sind immer Erzeuger der Gruppe. Es kdnnen aber mehr
als die zwei sein!

— n
ggT(m,n)"

v

Die Ordnung von m € Z, ist ord(m)
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Themenubersicht

5. Algebraische Strukturen

5.2. Gruppen

5.2.3. Multiplikative Gruppe Modulo n
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ggT und kgV
Seien m, n € Ny. Der groBte gemeinsame Teiler ggT(m, n) von m und n ist die groBte

natiirliche Zahl, die sowohl m als auch n teilt. Das kleinste gemeinsame Vielfache

kgV(m, n) von m und n ist die kleinste natirliche Zahl, die sowohl von m als auch von
n geteilt wird.

Wie die Teilbarkeitsrelation funktioniert kann auf Folie 150 nachgelesen werden.
Es gilt:

m-n
kgV(m,n) = ———.
(7:1) = egT(m, )
Falls ggT(m, n) = 1 bzw. kgV(m, n) = m - n gilt, dann sagt man, dass m und n
oder zueinander sind.
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Beispiele 3-5

l
1. Fir m = 14 und n =15 gilt:
I
2-7 ggT(14,15) =1 und kgV(14,15) = 210.
22.3.5 1
l 2.3-5.7
2. Fir m =24 und n = 60 gilt:
I
23.3 ggT(24,60) =12 und kgV(24,60) = 120.
I
223 22.3.5

3. Fir m € {0,1} und n € Ny beliebig gilt:

ggT(0,n) =n, kgV(0,n) =0, ggT(l,n)=1 und kgV(1,n)=n.
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Euklidischer Algorithmus

Fir zwei beliebige natirliche Zahlen m, n € Ny mit m < n berechnet der euklidische
Algorithmus den groBten gemeinsamen Teiler ggT(m, n) aus n und m. Dazu setzt er ry, = n und
rn = m und fillt systematisch mit den Formeln

ri_imodri=rip1 und rig+r=s;

folgende Tabelle von oben nach unten aus

n J—
m

bis r, = 0 ist. Dann gilt: ggT(m, n) = rc_1
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Beispiel
Wir bestimmten ggT(21,100) mit dem euklidischen Algorithmus.

Es gilt: ggT(21,100) = 1.
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Noch ein Beispiel
Wir bestimmten ggT(28,74) mit dem euklidischen Algorithmus.

74 | —
28| 2
18| 1
10| 1
1

4

8
2
0| —

Es gilt: ggT(28,74) = 2.
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Quizfragen

1. Was ist ggT
2. Was ist ggT
3. Was ist ggT
4. Was ist ggT

28,76)7
96,129)?
46,53)?
41,94)?

~ o~ o~ —~

Hinweis: Benutze den euklidischen Algorithmus!
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Antworten

Antworten ohne Rechnungen:
1. ggT(28,76) = 4.
2. ggT(96,129) = 3.
3. g 'T(46,53)::
4. ggT(41,94) =

1048 /1411



Die Menge Z
Fiir jedes n € N enthalt die Menge

Zp:={m € Zn|ggT(m,n) =1}

alle Zahlen aus Z,, die zu n teilerfremd sind.

Sind m und n klein, dann kann man sie in Primfaktoren zerlegen und Gberpriifen,
ob sie mindestens einen gemeinsamen Primfaktor haben (ggT(m, n) > 1) oder
nicht (ggT(m,n) =1).

Hat man keine Lust zu Faktorisieren, dann kann man ggT(m, n) mit dem
euklidischen Algorithmus berechnen.

Erinnerung: Fiir alle n € Ny gilt ggT(0,n) = n und ggT(1,n) = 1.
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Beispiel
12 besitzt die Primteiler 2 und 3. Somit enthélt Z], alle Elemente aus Z1», die weder 2
als auch 3 als Primteiler besitzen.

Daraus folgt: ggT(0,12) =12 2.3 3
l l l
Zip = (0.1,2,3.4,5,6,7,8,9,10,11) = {1,5,7, 11},
T rTT T
2 3 2 32 2% 2.5
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Quizfragen

Was ist Z] extensional?
Was ist Z5 extensional?
Wias ist Z3 extensional?
Was ist Zj extensional?
Wias ist Zg extensional?
Was ist Zg extensional?
Was ist Z3 extensional?

Wias ist Zg extensional?

© © N o gk whd =

Wias ist Zg extensional?

,_,
o

Was ist Z] extensional?

—_
—

. Was ist Zjg extensional?
. Was muss fir n gelten, damit Z} = Z, \ {0} gilt?

—_
N

1051 /1411



Antworten

1. Z3 = {0} (wegen ggT(0,1) =1, s. Infos auf Folie 1049),

2. 25 =1{0,1} = {1},

3. 75 =1{0,1,2} = {1,2},

4. Z;=1{0,1,2,3} = {1,3},

5. Zt =1{0,1,2,3,4} = {1,2,3,4},

6. Zg=1{0,1,2,3,4,5} = {1,5},

7.7%5=10,1,2,3,4,5,6} = {1,2,3,4,5,6}.

8. Zy=1{0.1,2,3,4,5.6,7} = {1,3,5,7}.

0. Z§ =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8} = {1,2,4,5,7,8}.
10. Zio=1{0,1,2,3,4,58,6,7,8,9} = {1,3,7,9}.
11. Zig =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12,13, 14,15, 16,17} = {1,5,7,11,13,17}.
12. n muss teilerfremd zu 1,2,3,...,n — 1 sein, d.h. n muss prim sein.

Info: 0 € Zj, gilt nur falls n = 1.
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Eulersche Phi-Funktion
Die eulersche Phi-Funktion gibt die Anzahl der Elemente in Z7 an. Es gilt:

p(n) = |Zy)-

Ist die Primfaktorzerlegung n = pf* - p52 - ... p* von n bekannt, dann kann man den
Wert von ¢(n) ganz einfach mit folgender Formel berechnen:

p(n)=pf " (pr—1)-p  (p2— 1) (i — 1),
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Beispiel
Fir 400 gilt:

©(400) =2+1.(2-1)-5>71. (5 - 1) = 8-20 = 160.
I

2% . 52
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Quizfragen

6.

Info: Eine Funktion f heiBt monoton wachsend, wenn fiir alle m, n im
Definitionsbereich gilt:

AR

Was ist ¢©(36)7

(36)
Wias ist ¢(64)?
Was ist ¢(72)?
Was ist ¢(210)?

Was ist ¢(1000)?

Ist ¢ monoton wachsend?

m<n = f(m)<f(n).
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Antworten

1. p(36) =22"1.(2-1)-3271.(3-1)=12.

2. p(64) =20"1.(2—-1)=32

3. 0(72) =2%"1.(2-1)-3>1.(3-1) =24

4. ¢(210) =211 (2—1)-3171.(3-1).51" 1. (5-1). 7" 1. (7-1) =1-2-4.6 = 48,
5. ¢(1000) =231 .(2—-1)-5%"1.(5 - 1) =4-100 = 400.

6. No! Es gilt 64 < 72, aber p(64) > ¢(72).
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Multiplikative Gruppe Modulo n
Seien n € N und -, die Multiplikation modulo n mit

a-,b:=(a-b)modn.

Dann ist (Z}, ) eine Gruppe.

Die Menge Z, (ohne Stern) bildet mit -, ein Monoid, aber nicht immer eine
Gruppe.

Z7 enthalt genau die Elemente aus Z,, die ein Inverses beziglich -, besitzen.
Weil wir Z} immer nur in Kombination mit -, betrachten werden, schreiben wir
oft einfach Zj statt (Z}, ).
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Beispiel
(Zg, -6) ist eine Gruppe mit Tragermenge

Zg = {1’ 5}
und folgender Verknilpfungstafel:

—
€y

o1 =
= Ol

1
5

<

—2z.B.565=(5-5)mod 6 =25mod 6 =1
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Noch ein Beispiel
(Z39, -10) ist eine Gruppe mit Tragermenge

Zi, ={1,3,7,9}

und folgender Verkniipfungstafel:

‘01 37 9]
113709
3139 17
7 7 1 9O 36*2.8.7'109:(7'9)m0d10:63m0d10:
919 7 3 1
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Ein letztes Beispiel

(Z3g, -18) ist eine Gruppe mit Tragermenge
1s = 1{1,5,7,11,13,17}

und folgender Verkniipfungstafel:

8] 1 5 7 11 13 17|
1[[1 5 7 11 13 17
55 7 17 1 11 13
77 17 13 5 1 11
1111 1 5 13 17 7+ zB. 11517 =(11-17) mod 18 =1
13/13 11 1 17 7 5
17]17 13 11 7 5 1

1060 / 1411



Quizfragen

1. Wie sieht die Verkniipfungstafel von (Zg, -g) aus?
2. Wie sieht die Verkniipfungstafel von (Z3,, -12) aus?
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Antworten

1. Wir hatten bereits:
Zg ={1,3,5,7}.

Die Verkniipfungstafel von (Z§, ) ist dann:

s |

~N Ol W |
~N Ol W ||~
Ol N = Wl Ww
W = N o1 o
= oW o N~
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2. Wir hatten bereits:

7t ={1,5,7,11}.

Die Verkniipfungstafel von (Z3,, -12) ist dann:

’ 12 H 1 5 7 11 ‘
1 1 5 7 11
5 5 1 11 7
7 7 11 1 5
11411 7 5 1
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Lemma von Bézout
Fiir zwei beliebige natiirliche Zahlen m, n € Ny existieren ganze Zahlen a, b € Z mit:

a-m+b-n=ggT(m,n).

Sei 0.B.d.A. m < n. Um a und b zu bestimmen wird der euklidische Algorithmus
ausgefiihrt und die Tabelle um eine Spalte t; erweitert. Diese wird dann von unten
nach oben mit den Formeln

tk—]. =0 tk—2 =1 und t,'_]_ = ti+1 - ti © 5

ausgefillt. Dieser Algorithmus wird erweiterte euklidische Algorithmus genannt. Nach
der Ausfiihrung gilt a =ty und b = t;.
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Die Tabelle des erweiterten euklidischen Algorithmus hat dann immer folgende

Gestalt:

Ll s [ 6]
1
0
o | — | =

Es gibt immer unendlich viele Moglichkeiten a und b fiir das Lemma von Bézout
zu wahlen. Der erweiterte euklidische Algorithmus liefert nur eine davon.

Wir kénnten die Definition von ggT(m, n) und das Lemma von Bézout auf ganze
Zahlen m, n € Z verallgemeinern, aber das ist fiir uns in DS irrelevant.
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Beispiel

Fir n = 100 und m = 21 erhalten wir

L lsi| o6
100 ~19
21 4
16 3
5 1
1
0 —

Gl W = N

Es folgt ggT(100,21) =1 und

(—19) - 21+ 4-100 = 1.
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Beispiel

Fir n = 100 und m = 21 erhalten wir

EEIRE
100 | — | —19
21 | 4| 4
16 | 1] -3
5 3] 1
1 (5] 0
0| -] —

Es folgt ggT(100,21) =1 und

(-19)-21 + /4 -[100 = 1.
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Am besten merkt man sich die Formeln intuitiv.

Fiir die ersten zwei Spalten gilt:

».oben durch mitte gleich rechts, Rest unten .

Fiir die letzte Spalte gilt:

» unten minus (mitte mal Iinks) gleich oben !

ri—1
I

rit1

Si—1
Si
Si4+1

ti—1
ti
tit1

ri—1
I

riq1

Si—1
Sj
Si+1

ti—1
ti
tiv1
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Noch ein Beispiel
Fir n =74 und m = 28 gilt:

74— | 8
282 | -3
181 2
101 -1
8|11
21410
0l-1| =

Es folgt ggT(28,74) = 2 und
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Quizfrage

Fir welche a, b € Z gilt die gegebene Gleichung?
1. a-33+b-51=3.
2. a-53+b-89=1.

3.a-38+b-62=2.
4. a-14+b-45=1.
5. a-55+ b-79 =5. Achtung: fiese Falle!
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Antwort (ohne Rechnungen)
Die Lésung auf diese Frage ist nicht eindeutig (s. Folie 1065). Folgende Werte wurden
mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus berechnet.

1.a=-3,b=2

2. a=42, b= -25.

3.a=-13, b=28.

4. a= —16, b =5.

5. a=115, b= —80.

Info zu 5.: Hier liefert der erweiterte euklidische Algorithmus die Gleichung
2355+ (—16) - 79 = 1. Multipliziert man beide Seiten mit 5, so erhalt man die neue
Gleichung 115 - 55+ (—80) - 79 = 5.
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Inverse Elemente in (Z7,-,)

Um das inverse Element von m € Zj, zu bestimmen, fiihrt man den erweiterten
euklidischen Algorithmus mit n und m aus. So erhalt man ganze Zahlen a, b mit:

a-m+b-n=1.
Nimmt man beide Seiten der Gleichung modulo n, so erhalt man wegen
(a-m+b-n)ymodn=(a-m)modn = ((amodn)-m)modn=(amodn)-,m
die Gleichung

(amod n) -, m=1.

1

Daraus folgt: m™* = a mod n.
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Beispiel
Der Verkniipfungstafel auf Folie 1060 kénnen wir entnehmen, dass 13 das

multiplikative Invere von 7 in Zjg ist. Wir lberpriifen dies mit dem erweiterten
euklidischen Algorithmus.

18| — | =5
7 2] 2
4 |1|-1
3111
11510
0| —
Dann gilt 18 -2+ 7 - (—=5) = 1 und daher:
77" =55 mod 18] = 13,
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Noch ein Beispiel

Gesucht ist das inverse Element 2171 zu 21 beziiglich Z3,. Aus dem Beispiel auf Folie
1067 haben wir folgende Ausfiihrung des erweiterten euklidischen Algorithmus:

i ls] 6]
100 | — | —19
21 | 4| 4
16 | 1] -3
5 (3] 1
1 /5] 0
0 | -] —

Dann gilt 100 - 4 + 21 - (—19) = 1 und daher:

21 ' = 219 mod [100 = 81.
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Erinnerung: m besitzt genau dann ein multiplikatives Inverses beziiglich -,, wenn
gegT(m,n) =1 gilt.

Das multiplikative Inverse zu einer Zahl m € Z}, wird immer an derselben Position
in der Tabelle zu finden sein! :-)
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Quizfragen

Gegeben seien folgende Zahlenpaare m,n mit n € N und m € Z};:
1. m=281, n=128.
2. m=73, n=215.
3. m=32, n=91.
4. m=41, n = 106.
5. m= 157, n = 432.
6. m=173, n= 255.

Was ist das Inverse m—!

zu min Z?
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Antworten (ohne Rechnungen)

AR

In Z3,g gilt: 8171 = 49.
In Z35 gilt: 7371 = 162.
In Z§; gilt: 3271 = 37.

In Z3og gilt: 4171 = 75.
In Zzs, gilt: 15771 = 421
In Z3ss gilt: 7371 =17.
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Eigenschaften von (Z%,-,)
Die Gruppe Z}, besitzt fiir jedes n € N mit n > 2 folgende Eigenschaften:
> |Z5] = ¢(n)
» Das neutrale Element ist die 1.
> Inverse Elemente bestimmt man mit dem erweitertem euklidischen Algorithmus
> (Z},-n) ist kommutativ, aber nicht immer zyklisch.

» Die Ordnung ord(m) von m € Z} muss man leider durch systematisches
Ausprobieren bestimmen (s. nachste Folie).

Fir n=1ist (Z},-,) identisch zu (Z,,+,). Fir die Eigenschaften siehe Folie 1040.
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Beispiel
Wir bestimmen die Ordnung von 7 in Z3,.

Wegen
Z3o| = p(22) =271 (2 —1)-111 1. (11 - 1) =10

muss nach Lagrange ord(m) € {1,2,5,10} fir alle m € Z3, gelten.

Tmod22=7#1 ~ ord(7)#1
7?mod22=5#1 ~» ord(7)#2
7Pmod22=21#1 ~ ord(7) #5

Daraus folgt sofort: ord(7) = 10.
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Satz von Euler
Sind a, n € N zueinander teilerfremd, dann gilt:

27" = 1.

Daraus folgt:

m mod ¢(n)

a"modn=a mod n.
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Beispiel
Da 3 und 4 teilerfremd sind, gilt:

3%1 mod 4 = 391242 64 4 = 31 mod 4 = 3.

I

p(4) =2

1081 /1411



Noch ein Beispiel

Auf
573 mod 110

kann der Satz von Euler nicht direkt angewendet werden, da 5 und 110 nicht
teilerfremd sind. Es gilt namlich ggT(5,110) = 5.

Mithilfe der dritten Rechenregel auf Folie 1029 erhalten wir:

573 mod 110 = 5- (52 mod 22) = 5-(572™°¢ 10 mod 22) = 5- (52 mod 22) = 5-3 = 15.
T

©(22) = 10
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Quizfrage

Wias ist 2398 mod 2507
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Antwort

2308 mod 250 = 2 (23%7 mod 125) = 2. (2397 med 100 64 125) = 2. (27 mod 125) = 6.
1

©(125) = 100
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Themenubersicht

5. Algebraische Strukturen

5.2. Gruppen

5.2.4. Symmetrische Gruppe
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Rechnen mit Permutationen

Im Abschnitt Relationen und Abbildungen haben wir gelernt, was Permutationen sind
(s. ab Folie 333). Im Abschnitt Fundamentale Zahlkoeffizienten haben wir die
Zyklenschreibweise fiir Permutationen kennengelernt (s. ab Folie 683).

Weil Permutationen Funktionen lber eine Menge A sind, kann man Permutationen
p1, p2 mit der Komposition von Funktionen o verkniipfen und eine neue Permutation
p3 = p1 o p2 erhalten. Dann gilt fiir alle x € A:

p3(x) = (p1 0 p2)(x) = p1(p2(x))-
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Beispiele:

» Matrixschreibweise:

1 2 3 4 o 1 2 3 4\ (1 2 3 4
321 4 413 2) \4 312
» Zyklenschreibweise:

(1,3)(2)(4) 0 (1,4,2)(3) = (1,4,2,3)
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Quizfragen

Gegeben seien folgende Permutationen p1, p> und ps iber [6] in Zyklendarstellung:
1 1= (1,4)(2,6,3)(5),
2. p2=(3,2,4,1,5,6),
3. p3=(1,4)(2,5)(3,6).

Wie sehen die Umkehrfunktionen p1 L und p3 in Zyklendarstellung aus?
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Antworten

Einfach die Zyklen umdrehen!
L opyt = (1,4)(2,3,6)(5),
2. pot=(1,4,2,3,6,5),
3. pyt = (1.4)(2.5)(3,6).

Bei den Zyklen wurde auBerdem so lange geshiftet, bis die kleinste Zahl links steht.
Das ist aber nicht noétig.
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Quizfragen

Was sind die Ergebnisse in Zyklendarstellung folgender Kompositionen?
1. (2,6)(3,1,4,5)0(1)(3,2,4,6)(5),
2. (6,3,4)(2,5,1) 0 (6,2,4,3,1,5),
3. (3,1)(5,4)(2,6) o (4,6)(2,3,1)(5).
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Antworten

1. (1,4,2,5,3,6).
2. (1)(2,6,5,3)(4).
3. (1,6,5,4,2)(3).
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Quizfrage

Was ist
(1,3,5,4)(2,6) 0 (1,4)(2,5,6)(3) o (1,5,6)(2,4,3)

in Zyklenschreibweise?

Hinweis: Fir alle Permutationen p, g, r Giber A und alle x € A gilt:

(pogor)(x)=plq(r(x)))-

D.h. die eingesetzte Zahl x ,wandert von rechts nach links".
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Antwort

(1,3,5,4)(2,6) o (1,4)(2,5,6)(3) o (1,5,6)(2,4,3) = (1,2, 3, 4,5,6).
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Quizfragen

Seien p und g Permutationen tber [6] mit

=

ook L=

Was
Was
Was
Was
Was
Was

1
3

2 3 5 6
2 5 1 4

4
6

ist p in Zyklenschreibweise?

ist g in Matrixschreibweise?

ist p o g in Matrixschreibweise?

ist g o p in Zyklenschreibweise?

ist p~
ist g~

1
1

in Matrixschreibweise?

in Zyklenschreibweise?

und

g =(1,4,3)(2,6,5).
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Antworten

(1,3,5)(2)(4,6).

1. p=

1 2 3 456

(1 23 456
~\6 43521
(1)(2,6,3)(4,5).

3. pog

4 qop

(1,3,4)(2,5,6).

_1:

q
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Symmetrische Gruppe

Seien n € N, 5, die Menge aller Permutationen iber [n] und o die Komposition von
Funktionen. Dann ist (Sp, o) fir alle n € N eine Gruppe.

Weil wir S,, immer nur in Kombination mit o betrachten werden, schreiben wir oft
einfach S, statt (S,, o).

Obwohl (S, o) heiBt, hat ihre Verkniipfungstafel nichts mit
Symmetrie zutun. (S1,0) und (Sz,0) sind zwar kommutativ, aber

(537 0)7 (547 0)7 (55; O), (56, 0), (57, O)7 ...

alle nicht!
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Beispiel
(51, 0) ist eine Gruppe mit

51 ={(1)}

und folgender Verknlpfungstafel:
o || (1)
(1) || (@)

Beispielsweise gilt: (1) o (1) = (1).
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Noch ein Beispiel
(S2,0) ist eine Gruppe mit

S2 - {(1)(2), (]-7 2)}

und folgender Verkniipfungstafel:

o | (WE) 2
W) | WE) (12
(1,2) | (1,2) (1))

Beispielsweise gilt: (1,2) o (1,2) = (1)(2).
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Ein letztes Beispiel

(S3,0) ist eine Gruppe mit

53 = {(1)(2)(3), (1,2)(3), (1,3)(2), (1)(2,3), (1,2,3),(1,3,2)}

und folgender Verknipfungstafel:

—~
—_— N~

— —~
Nl ™o D e
> coo~ Al —~ 0
il v 4N oA
~ ~ L= . ~
— || ~
didszdaz 2
))))))\.3/
333:”3\@\2x
-~ -~ —~
ANl &N o
-~ S~ e«
— || — T
didzddZ2 g
~I =~ ~ o~ P~
Pl eaood
™ T e e N
A RS R )
|~ - - -~ e
— - —
Sl g4
~I| —~ ~ ~~ —~
(S0 M)
gl oo = o 28
NI AN
~ - > S~ -
A= 2 D = ~
((/I\”.\/I\((
—~I ~ = —~~ ~~
D 2 v NN m
— = =< . ", = -
N ooy
~ A A
— || —
((/_”.\((((
A N~~~
QI8 o oo »w
~|| —~ ™
gl e Y am
I~ _° -
L TR o R o |
“.\“.\(/:\/:\/I\(
NN N N~
LT NEA
- ~ ~ o >
ol s & ™
-~ ) T
00— A = = -

~—

~_ — ~— — ~

Beispielsweise gilt: (1,2,3) o (1,3)(2) = (1)(2,3).
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Quizfrage

Wie viele Elemente enthdlt S, fiir ein allgemeines n € N7
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Antwort

|Sp|=n-(n—1)-(n—2)-...-1=nl
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Quizfragen

Seien p = (1,2,3,4), ¢ =(1,3)(2,4), r =(1,4,3,2) und id = (1)(2)(3)(4) vier
Permutationen iber [4] und (G, o) eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe (54, ©)
mit G = {id, p, q, r}.

1. Wie sieht die Verkniipfungstafel von (G, o) aus?

2. Was ist das inverse Element a—! von jedem a € G?

3. Was ist die Ordnung ord(a) von jedem a € G?

4. lst (G, o) zyklisch?
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Antworten

1. Die Verkniipfungstafel von (G, o) ist:

([id » a -
id|id p r
plp g r id
g r id p
rilr id p gq
2.
id™t=id, p7l=r, gl=q, rt=p
3.

ord(id) =1, ord(p) =4, ord(q) =2, ord(r)=4.
4. Ja! p und r sind Erzeuger.
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Eigenschaften von (S,, )
Die Gruppe S, besitzt fiir jedes n € N folgende Eigenschaften:
> S| = nl.
» Das neutrale Element ist die Identitatsfunktion id = (1)(2)...(n).
» Das inverse Element p~! von p € S,, ist einfach die Umkehrfunktion von p.

> (Sp,0) ist kommutativ (abelsch) und zyklisch fiir n =1 und n = 2, ansonsten ist
sie weder kommutativ noch zyklisch.

» Die Ordnung ord(p) von einem Element p € S, ist das kleinste gemeinsame
Vielfache kgV{h, k, ..., Ik} der Zyklenlangen h, b, ..., I, z.B. gilt in So:

ord ((1,7,4,3) (2,8,6) (5,9) ) = kgV{4,3,2} = 12
—— —— ——

Liange 4  Lange 3 Léange 2
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Quizfragen

Welche Ordnung besitzen folgende Permutationen aus (Sg, 0)?
1.p ::(4,6,2,5)(3,1,9)(7,8)

= (1,6)(5)(3,8,2)(4)(9,7)
=(3,5,7)(9,1,2)(8,4,6)
=5

2.
3.
4 9)(1,3)(2,7)(4,6,8)
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Antworten

1. ord(p) = kgV{4,3,2} = 12.

2. ord(q) = kgV{2,1,3,1,2} = 6.
3. ord(r) = kgV{3,3,3} =3.

4. ord(s) = kgV{2,2,2,3} = 6.
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Quizfragen

1. Fir welche Permutation p € Sg gilt ord
2. Fir welche Permutation g € Sg gilt ord
3.
4

. Fir welche Permutation s € S¢ gilt ord

p)
q)

)=
)=

(
(

Fiir welche Permutation r € Sg gilt ord(r

157
97
( 57
( 147

S

Gib jeweils ein Beispiel an.
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Antworten
1. p muss Zyklen der Langen 1, 3 und 5 haben, z.B.
p=(1)(2,3,4)(5,6,7,8,9).
2. g muss einen Zyklus der Lange 9 haben, z.B.
g=1(1,2,3,4,5,6,7,8,9).
3. r muss vier Zyklen der Lange 1 und einen der Lange 5 haben, z.B.

r = (1)(2)(3)(4)(5,6,7,8,9).

4. s muss einen Zyklus der Lange 2 und einen der Lange 7 haben, z.B.

s =(1,2)(3,4,5,6,7,8,9).
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Uberblick™: Eigenschaften der Gruppen (Z,, +,), (Z%,-,) und (S,, )

(Z"7+") (Zﬁ»'") (Sn,O)

Gruppenordnung n w(n) n!
Neutrales Element 0 1 id=(1)(2)...(n)
Inversenbildung durch Negation mit dem erweiterten durch Bildung

und Modulobildung  euklidischen Algorithmus: der Umkehrfunktion

m~!=—mmodn m~1=amodn p~1von p
Kommutativ immer immer nur falls n <2
Zyklisch immer manchmal nur falls n <2
Elementenordnung  ord(m) = m ausprobieren ord(p) = kgV{h,b,..., Ik}

*Siehe Folien 1040, 1078 und 1104.
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Themenubersicht

5. Algebraische Strukturen

5.2. Gruppen

5.2.5. Inneres Produkt
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Inneres Produkt
Seien (A, o) und (B, e) beliebige Algebren. Dann heiBit

(A,0) x (B,e) := (A X B,o x e)

mit
(a,b)(o x ®)(c,d) =(aoc,bed)

das innere Produkt (oder direkte Produkt) aus (A, o) und (B, e).
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Beispiel

{a,b,c}, B={d,e} und:

Seien (A, o) und (B,e) mit A

—~
[ ]
Q
N—r
O T Q
Q O a
T Q o0
T Q o
—
[©]
<
N—r

Dann besitzt (A, o) x (B, e) folgende Verkniipfungstafel:

NN AN AT

— — —

A~~~ o~

— N N e

NS NN~

~— — — — —

N AN A~ o~

~— — — — — —

o~~~ N~

— e —

N~ N~ N~

~— N

N~ N~ A~

S N e N N
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Mehr Beispiele
Seien (Zz, +2) und (Za, -2) mit folgenden Verkniipfungstafeln:

| +2 ][0 1] | 2[0 1]
(Za, +2) : 0o 1 (Z2,-2) : oo o
11 0 110 1

> (Za,+2) X (Za,-2) besitzt folgende Verkniipfungstafel:

’ +2 X 2 H (070) (Oal) (LO) (1a1) ‘
(0,0) || (0,0) (0,0) (1,0) (1,0)
(0,1) ]I (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(1,0) || (1,0) (1,0) (0,0) (0,0)
LY | L) (11 (0.0) (0.1)
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Eigenschaften des inneren Produkts (A, o) x (B, e)
Fiir Algebren (A, o) und (B, e) gilt immer:
> (A, o) x (B,e) besitzt |G| - | T| Elemente.
> (A, o) x (B, e) ist nur dann assoziativ, wenn A und B jeweils assoziativ sind.

» (A, o) x (B, e) hat nur dann ein neutrales Element (e, eg), wenn A und B jeweils
neutrale Elemente e4 € G und eg € T haben.

» In (A, 0) x (B, e) haben alle Elemente (x,y) € G x T ein Inverses
(x,y)"t = (x71,y1) nur, wenn jedes x € G ein Inverses x~1 in A und jedes
y € T ein Inverses y~! in B besitzen.

» (A,0) x (B,e) ist nur dann kommutativ, wenn A und B jeweils kommutativ sind.
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Quizfrage

Ist die Aussage
Fur beliebige zyklische Gruppen A und B ist auch (A, o) x (B, e) zyklisch"

wahr oder falsch?
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Antwort

Falsch! (Zy, +2) ist zyklisch (ord(1) = 2 = |Z|), aber (Zy x Z2,+2 % +2) nicht. Es

gilt ndmlich |Zy x Zy| = 4, aber kein Element hat Ordnung 4:

ord((0,0)) =

1

[+2x+2 [ (0,00 (0,1) (1,0) (1,1)]
(0,0) [ (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,1) | (0,1) (0,0) (1,1) (1,0)
(1,0) || (1,0) (1,1) (0,0) (0,1)
(1,1) || (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)

ord((0,1)) =2  ord((1,0)) =2

ord((1,

1)) = 2
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Themenubersicht

5. Algebraische Strukturen

5.2. Gruppen

5.2.6. Gruppenisomorphismus
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Isomorphismus bei Algebren
Fiir beliebige Algebren (A, o) und (B, e) gilt (A,0) = (B, e) genau dann, wenn es eine
bijektive Funktion h: A — B mit der Homomorphieeigenschaft

Vx,y € A: h(xoy) = h(x)eh(y)
gibt.

Eine solche Funktion h wird Isomorphismus genannt.

Fir (A, o) = (B, e) sagen wir ,(A, o) und (B, e) sind isomorph zueinander".
Ein ist eine Verallgemeinerung des Isomorphismus, bei dem h
nicht notwendigerweise bijektiv sein muss.
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Intuitiv heiBt das, dass (A, o) und (B, ) zwar unterschiedliche Objekte mit
unterschiedlichen Namen sind, aber dieselbe , Struktur” haben und somit auch
dieselben Eigenschaften:

(Ao) - 5 | B

D.h. man kann die linke Verkniipfungstafel nehmen, die Elemente in ihr nach h
unbenennen und man wiirde die rechte Tabelle erhalten (mit eventuellen Zeilen- bzw.
Spaltenvertauschungen).
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Beispiel

Seien (A, o) und (B, e) zwei Algebren mit A ={a, b,c} und B = {r,s, t} und
h:{a,b,c} — {r,s, t} eine Funktion wie folgt:

(A,0):

L
oy

0O T o

0O T o

L 0O T
S L OO0

(B,e):

=
0
~

r
S
t

»n N ~+

~ U0 =

N ~+ 0

h ist ein Isomorphismus zwischen (A, o) und (B, e). Intuitiv heiBt das, dass wir durch
die Umbenennung h der Elemente in (A, o) wir genau (B, e) erhalten. D.h., dass (A, o)
und (B, e) bis auf Unbenennung der Elemente gleich sind (dieselbe ,Struktur” haben).

’oHabc‘
alla b c
bilb ¢ a
cllec a b

umbenennen
~

Lo

r

|

S

S
S
r
t

S

t
t
S
r

umordnen
~

’oHrSt‘
r t r s
S r s t
t s t r
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Formal muss die Homomorphieeigenschaft gezeigt werden. Wir miissen also

h(x oy) = h(x) e h(y)

fur alle x,y € {a, b, c} zeigen. Weil (A, o) und (B, e) beide endlich sind kann man
einfach alle 32 = 9 Gleichungen getrennt iiberpriifen.
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Beweis mit Brute Force:

1122 /1411



Noch ein Beispiel
Die Gruppen Zg und Zj, besitzen folgende Verkniipfungstafeln:

|s][1 35 7 21 5 7 11
11 35 7 11 5 7 11
Zg 3113175 ! 515 1 11 7
5105 7 1 3 717 11 1 5
717 5 31 1111 7 5 1

Hier erkennt man sofort, dass folgende Funktion h: Zg — Zj, ein Isomorphismus ist:
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Letztes Beispiel
Fir die Gruppen (R, +) und (RT, ) gilt (R, +) = (R, "), d.h. sie sind isomorph
zueinander. Ein méglicher Isomorphismus ist h: R — R™ mit:

h(x) = &~
h ist (offensichtlich ;-)) bijektiv und es gilt fiir beliebige x, y € R:

h(x +y) = =¢e" e = h(x) - h(y)
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Es ist einfach zu beweisen, dass eine gegebene Funktion h ein Isomorphismus ist.

Am schwierigsten ist es aber, einen Isomorphismus selber zu finden.
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Rezept

Frage: Wie kann man ein Gruppenisomorphismus finden?
Methode: Bei Gruppenisomorphismen h gilt folgende Implikation:

h(x)=y = ord(x) = ord(y)

Daraus entsteht folgende Strategie:
1. Liste die Ordnungen aller Elemente beider Gruppen auf.

2. Verbinde diejenigen Elemente, deren Ordnung nur einmal vorkommen (z.B.
neutrale Elemente).

3. Uberlege, wie der Rest aussehen kénnte (eventuell durch ausprobieren!) .

4. Beweise, ob die entstandene Funktion tatsachlich ein Isomorphismus ist.
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Bei der Konstruktion von Isomorphismen gibt es drei wichtige Spezialfalle, die fiir uns
in DS vollig ausreichend sind:
Sind die Gruppen unterschiedlich groB, dann kénnen sie nicht isomorph sein.
Stellt man fest, dass die Ordnungen beider Gruppen anders sind, dann sind sie
automatisch nicht isomorph.

Sind beide Gruppen zyklisch, so kann man einen beliebigen Erzeuger der einen
Gruppe mit einem beliebigen Erzeuger der anderen verbinden und sich den Rest
systematisch konstruieren :-)
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Beispiel
Fiir die Gruppen Zg und Z3 gilt:

| x [[01 23 4 5]

x [[1 2345 6]

Ze -

[ord() [T 6 32 36| "7 [odx)J[T 36 36 2]

Ze und Z7 sind beide zyklisch. Mégliche Erzeuger sind 1 € Zg und 3 € Z3.

Zg wird wie folgt von 1 erzeugt:

1 1 1 1 1
1+6 2+6 3+6 4+6 5+6 0

Analog wird Z7 wird wie folgt von 3 erzeugt:

33,0 13 6 734 35 3y
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Wir setzen also z.B. h: Ze — Z5 mit h(1) = 3 und berechnen die restlichen Werte von

h systematisch:

23=2
72=6
26=4
74=5
25=1

1129 /1411



Quizfrage

Seien Sy = {id, p} mit id = (1)(2) und p = (1,2), < BxB — B mit B = {0,1} und
folgende Verkniipfungstafeln von (Sz,0) und (B, <») gegeben:

Lo |lid p|
(S2,0): [id[[id p B,<+): [o]1 0
p id 10 1

Wieso sind (S2,0) und (B, +) isomorph zueinander?

Uberlege dir, wie ein Isomorphismus h : S, — B aussehen kénnte und iiberpriife die
Homomorphieeigenschaft von h:

h(idoid) = h(id) < h(id)
h(idop) = h(id) < h(p)
h(poid) = h(p) < h(id)
h(pop) = h(p) < h(p)
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Antwort
Es gibt nur zwei bijektive Funktionen h: S, — B:

h(id) =0, h(p) =1 und h(id) =1, h(p) =0.

Weil id und 1 jeweils die neutralen Elemente sind (bzw. p und 0 jeweils die Erzeuger),
entscheiden wir uns fiir die zweite Variante.

Beweis der Homomorphieeigenschaft:

h(idoid) = h(d) = 1 = 0«0 = h(id) < h(id) v
h(idop) = h(p) = 0 = 0«1 = h(id) < h(p)
h(poid) = h(p) = 0 = 10 = h(p) s h(id) v
h(pop) = h(d) = 1 = 1«1 = h(p) < h(p) v

Info: Wir diirfen hier beispielsweise ,,1 = 0 <> 0" statt , true = false <> false”
schreiben, weil wir <> als Operation <»: B x B — B iber B = {0,1} definiert haben.
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Quizfrage

Sei @ : B x B — B mit B={0,1} und folgende Verkniipfungstafeln von (Z2,+2) und
(B, ®) gegeben:

[ +20 1] (@]l 1]

(Zo,4+2): [ 0 ][0 (B,®): [0
1 1 1

= O

1 1
0 0

Wieso sind (Z2,+2) und (B, ®) isomorph zueinander?

Uberlege dir wieder, analog zur letzten Quizfrage, wie ein Isomorphismus h: Zy — B
aussehen konnte und iiberpriife die Homomorphieeigenschaft von h.
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Antwort
Es gibt nur zwei bijektive Funktionen h: Z, — B:

h(0)=0,h(1) =1 und h(0) =1,h(1) = 0.

Weil 0 und 0 jeweils die neutralen Elemente sind (bzw. 1 und 1 jeweils die Erzeuger),
entscheiden wir uns fiir die erste Variante.

Beweis der Homomorphieeigenschaft:

h(0+20) = h(0) = 0 = 020 = h(0)®h(0)
h0+21) = h(1) = 1 = 001 = h(0)®h(1)
h(1 +, 0) A1) = 1 = 1®0 = h(1)®h(0) v
h(1+421) = h(0) = 0 = 1®1 = h(1)®h(1) /

Info: Auch hier dirfen wir beispielsweise ,,0 = 0 ® 0" statt ,false = false ® false"
schreiben, weil wir ® als Operation ® : B x B — B tber B = {0, 1} definiert haben.
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Quizfrage
Seien (G, o) und (H,e) zwei Gruppen mit folgenden Verkniipfungstafeln:

of1 2 3] (o4 5 6]
c- |12 31 Y. |4]6 45
123 1 2 " |51]l4 5 6
311 2 3 65 6 4

Es gilt (G,0) = (H,e). Welche Isomorphismen zwischen (G, o) und (H,e) gibt es?
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Antwort

Die Erzeugnistafeln beider Gruppen sind:

(G,0):

Dies ergibt, analog zum Beispiel auf Folie 1128, folgende Isomorphismen

’ a H (a) ‘ ord(a) ‘
1[{1,2,3}| 3
2( {2,1,3} | 3
3 {3} 1

hl,hg . {1,2,3} — {4,5,6}1

hi(1) = 4, h(2) = 6, b (3) = 5

(H,e):

’ a H (a) ‘ ord(a) ‘
4| {4,6,5} 3
5| {5} 1
6| (6,45} | 3

und h2(1) = 6, h2(2) = 4, h2(3) =5.
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Quizfrage

Welche Isomorphismen gibt es zwischen Zg und Zg?
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Antwort

Die Erzeugnistafeln beider Gruppen sind:

’ a H (a) ‘ ord(a) ‘ ’ a H (a) ‘ ord(a) ‘
o[ {0} 1 1] {1} 1
11 {1,2,3,4,5,01 | 6 2 12,4,8,7,5,1} | 6
Ze: | 2| {2,4,0} 3 Zg: | 4| {4,7,1} 3
3| {3,0 2 5 15,7,8,421}| 6
4| {4,2,0} 3 71 {7,4,1} 3
5| 15,4,3,2,1,0}| 6 8| 18,1} 2

Dies ergibt, analog zum Beispiel auf Folie 1128, folgende Isomorphismen
hl, h2 : Z@ — Zg

hi1(0) =1, h1(1) =2,h1(2) = 4, h(3) =8, hi(4) =7, h1(5) = 5.
und

h2(0) = 1, ha(1) =5, h2(2) =7, ha(3) = 8, ha(4) = 4, ha(5) = 2.
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Quizfrage

Gegeben seien folgende Gruppen:

Ly, ZLe, Zg, 13, ZLg, S3.

1. Wie viele Elemente besitzt jede Gruppe?
2. Welche Gruppen sind zyklisch?
3. Welche Gruppen sind isomorph zueinander und welche nicht?
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Antworten
1. Esgilt Z& = {1,2,3,4}, Z3 = {1,2,3,4,5,6} und Z§ = {1,3,5,7}. Daraus folgt:
|Zs| = 4, |Ze| = 6, ‘Z§| =4, |Z¢’ =0, ’Zg‘ =4, [S]=3l=6.

2. Zp ist fir jedes n € N zyklisch. S, ist nur fir n < 2 zyklisch. Fir Zg, Z7 und Zg
gilt:

2| ord(a) |

SOl kW N =
N O WO W

Somit sind nur Za, Ze, Zz und Z3 zyklisch und Zg und S3 nicht.
1139 /1411



3. Fir die Gruppen mit 4 Elementen gilt
Lo = g 2 Zg,
da Z4 und Zg zyklisch sind und Zg nicht.
Fir die Gruppen mit 6 Elementen gilt:
Ze = L7 % S,
da Ze und Z3 zyklisch sind und S3 nicht.
Keine der 4-elementigen Gruppen ist isomorph zu einer der 6-elementigen

Gruppen, weil isomorphe Gruppen gleich viele Elemente besitzen miissen.
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Wichtige Aussagen zur Isomoprhie von Gruppen

1. Jede zyklische Gruppe (G, o) mit |G| = oo ist isomorph zu (Z, +).

2. Jede zyklische Gruppe (G, o) mit |G| = n ist isomorph zu (Z, +p).

3. Zwei zyklische Gruppen mit gleich vielen Elementen sind isomorph zueinander.
4

. Alle zyklischen Gruppen sind automatisch auch kommutativ, da (Z,+) und
(Zp, +n) beide abelsch (kommutativ) sind.

5. Sind (G, o) und (H,e) zwei isomorphe Gruppen und h: G — H ein
Isomorphismus, dann gilt:

h(a)=b = ord(a) = ord(b),
h(a) = b = h(a ) =»b1
(G,0) abelsch = (H,e) abelsch,
(G,0) zyklisch = (H,e) zyklisch.

1141 /1411



Quizfragen

© 0O N o Ok W=

= =
N R O

Gibt es eine Gruppe mit 724 Elementen?

Gibt es eine kommutative Gruppe mit 535 Elementen?
Gibt es eine nicht-kommutative Gruppe mit 6 Elementen?
Gibt es eine nicht-kommutative Gruppe mit 7 Elementen?
Gibt es eine nicht-kommutative Gruppe mit 12 Elementen?
Gibt es eine zyklische Gruppe mit 793 Elementen?

Gibt es eine nicht-zyklische Gruppe mit 24 Elementen?
Gibt es eine zyklische Gruppe, die nicht kommutativ ist?
Gibt es nicht-isomorphe Gruppen mit 23 Elementen?

Gibt es nicht-isomorphe Gruppen mit 24 Elementen?

. Gibt es eine Gruppe mit 21 Elementen, die ein Element mit Ordnung 5 enthlt?

. Gibt es eine Gruppe mit 36 Elementen, die eine Untergruppe mit 8 Elementen

besitzt?
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Antworten

1. Jal Z7p4. Erinnerung: Z,, ist fir alle n € N eine Gruppe.

2. Ja! Zsss. Erinnerung: Z,, ist fiir alle n € N eine kommutative Gruppe.
3. Jal 53.
4

. Nein! 7 ist prim und somit ist jede Gruppe mit 7 Elementen zyklisch und
kommutativ.

5. Ja! Das innere Produkt S3 x Z besitzt |S3 x Zp| = 6 - 2 = 12 Elemente und ist
nicht kommutativ, da Sz es nicht ist.

6. Ja! Zz93. Erinnerung: Z, ist fiir alle n € N eine zyklische Gruppe.
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Jal' S4. Erinnerung: S, besitzt n! Elemente und ist nur fir n < 2 zyklisch und
kommutativ. Fiir n > 3 ist S, weder kommutativ noch zyklisch.

8. Nein! Jede Zyklische Gruppe ist kommutativ.

9. Nein! 23 ist prim, d.h. alle Gruppen mit 23 Elementen sind zyklisch und somit

10.

11.
12.

isomorph zueinander.

Ja! Zy4 und S4 haben beide 24 Elemente, aber sind sind nicht isomorph
zueinander, weil Zo4 zyklisch ist und S4 nicht.

Nein! 5 teilt nicht die 21.
Nein! 8 teilt nicht 36.
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Themenubersicht

5. Algebraische Strukturen

5.3. Endliche Korper
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Themenubersicht

5. Algebraische Strukturen

5.3. Endliche Korper
5.3.1. Wichtige Begriffe
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Ringe
Eine Algebra (A, @, ®) mit zwei Operatoren heiBt Ring, falls folgendes gilt:
1. (A, ®) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0 € A (additive
Gruppe)
2. (A,®) ist ein Monoid mit neutralem Element 1 € A (multiplikatives Monoid)
3. @ und © sind distributiv, d.h. fir alle a, b, c € A gilt:

(a®b)oc=(a@c)d(bGC)
ao(bdc)=(aob)d(a®c)

Falls (A, ®) ein kommutatives Monoid ist, dann nennt man (A, ®, ®) einen
kommutativen Ring.
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Korper
Eine Algebra (A, ®, ®) mit zwei Operatoren heit Korper, falls folgendes gilt:

1. (A, @) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0 € A (additive
Gruppe)

2. (A\ {0}, ®) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 1 € A
(multiplikative Gruppe)

3. @ und ® sind distributiv, d.h. fiir alle a, b, c € A gilt:

(adb)oc=(ad®c)d(bOc)

Weil ® kommutativ ist, braucht man bei Korpern nur eine Distributivitat. Die andere
folgt aus ihr ;-)

1148 /1411



Hierarchie
Es gilt:

(A, ®,0) Kérper — (A,®,0) Ring = (A, ®,®) Algebra

d.h. jeder Korper ist ein Ring und jeder Ring ist eine Algebra.
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A kann eine beliebige Menge sein, endlich oder unendlich
@ und ® konnen beliebige Operatoren sein.
0 und 1 sind nicht unbedingt die Zahlen 0 und 1.

Man nennt die 0 und die 1
—a ist das von a, entsprechend ist a1 das
von a.

Moéchte man verdeutlichen, welche Elemente neutrale Elemente sind, dann kann
man auch (A, ®,®,0,1) statt (A, &, ®) schreiben.
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Beispiele
> Der bekannteste unendliche Ring ist:
(Z,+, ).
» Die bekanntesten unendlichen Korper sind:

(Qv +, ')7 (]R7 +, ‘)7 (C7 +, )
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Quizfrage
Wieso ist (Z,+, -) kein Kérper?
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Antwort
(Z\ {0}, -) ist keine Gruppe, weil nur 1 und —1 multiplikative Inverse besitzen.
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Restklassenringe

Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n € N ist (Z,, 4+, n) ein kommutativer, endlicher
Ring und wird Restklassenring Z modulo n genannt. Zusatzlich gilt:

(Zp,+n,-n) ist ein Korper <= nist prim .

Da (Z},-p) fir alle n € N eine kommutative Gruppe ist und Z = Z, \ {0} gilt,
falls n prim ist, ist (Z, \ {0}, -p) fir alle Primzahlen n eine kommutative Gruppe.

Auch hier ist es dblich, dass man nur Z, statt (Zn, +n, -n) schreibt.

1154 /1411



Beispiele

> (Z1,+1,-1) ist ein kommutativer, endlicher Ring, aber kein Korper, da
71 \ {0} = 0 gilt und jeder Kérper mindestens ein Element braucht.

> (Za,+2,-2) ist ein endlicher Korper.

H
N

o
—

= O

= O

o =

(2 [0 1]

0
1

0
0
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» (Z3,+3,-3) ist ein endlicher Korper.

1

50 1 2]

[+3][0 1 2]

> (Za,+a4,-4) ist ein kommutativer, endlicher Ring, aber kein Korper.

][0 1 2 3]

0 0 0 O

0 2 0 2

1

0 3 2

0

2
3

1 2 3 0

2 30

1

3 01 2

(4]0 1 2 3]

1
2
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> (Zs,+s,-5) ist ein endlicher Korper.

[ s]]0 1 2 3 4]

0 0 0 0 O

1 2 3 4
0 2 4

0

3

1

1

0 4 3 2

0

4

01 2 3 4

2 3 40
2 3 40

1

1
2

1

3 40

[+s 0O 1 2 3 4]

1

3
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» (Ze,+e6,6) ist ein kommutativer, endlicher Ring, aber kein Korper.

|60 1 2 3 4 5]

[+6]JO0 1 2 3 4 5]

Ol T M AN
O NO < AN
O Mmoo mom
O AN < ON <
O = AN M T O
O O O o oo
O = AN M T 1O
IO = AN M <
<t OO A AN M
N < 6O o~ AN
N T 1O O
— AN T OO
O AN M I 1O
O AN M T 1O
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Quizfragen

Gegeben seien folgende endlichen Ringe:
L (Zz,+7,7),

(Zg, +9,9),
(Z11, 411, 11),
(Z13, +13, 13),
(Z15, +15, 15),
(Za7,+17,17),
(Z19, +19, '19),
(Zo1, 421, -21),
(Z23, 423, 23),

10. (Z1624, +1624 "1624).

© 0N o oA WD

Welche davon sind auch Kérper?
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Antworten

Erinnerung:

,_.
o

e I A T o

Korper.

Kein Korper.

Korper.
Korper.

Kein Korper.

Korper.

Korper.

Kein Korper.

Korper.

Kein Korper.

nprim <=

(Zn,+n,n) Korper .
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Nullteiler

Sei (R, ®,®) ein Ring. Ein Element x € R mit x # 0 heiBt Nullteiler, falls ein y € R

mit y # 0 existiert mit:
x®y=0

y ist dann auch ein Nullteiler.

Falls R keine Nullteiler besitzt, nennt man R
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Beispiele

» (Z,+,-), (Q,+,), (R,+,-) und (C,+, ") sind nullteilerfrei.
(Z3,+3, -3) ist nullteilerfrei.
(Z4,+4,-4) besitzt den Nullteiler 2:

v

v

2.22=0.

v

Der Korper (Zs, +s, -5) ist nullteilerfrei.
Der Ring (Zg, +6, '6) besitzt die Nullteiler 2, 3 und 4:

v

263=0 362=0 364=0 4.63=0
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Quizfrage

Ist jeder kommutative, nullteilerfreie Ring ein Korper?
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Antwort

No! (Z,+, ) ist ein kommutativer, nullteilerfreie Ring, aber kein Korper.
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Ringe vs. Korper
Firr jeden Ring (also auch fiir jeden Kérper) (R, ®,®) gilt:

VaecR:a00=0=00a

Die wesentlichen Unterschiede zwischen Ringen und Koérpern sind:

1. Alle Elemente eines Korpers (auBer die 0) haben Inverse bzgl. ®, die eines Ringes
nur manchmal.

2. @ ist bei Korpern immer kommutativ, bei Ringen nur manchmal.

3. Korper sind immer nullteilerfrei, Ringe nur manchmal.
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Verkniipfungstafeln von Ringen

neutrales neutrales
Element Element
nur Nullen
(@01 a b c (oo 1 a b c
/* 00 1 a b ¢ | 0100000 -
11 | 11101 a b ¢ |
neutrales alla ! all0,a 3
Element bl b ? ! neutrales bllolb 7 |
‘ ' Element ! 1
cllc | cl|0rc |
| ! L :
| | [ |
] l o ___ |
. T nur NuIIen‘/‘ . T . .
kiirzbar und nicht notwendigerweise
kommutativ kirzbar, nullteilerfrei oder kommutativ
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Verkniipfungstafeln von Kérpern

neutrales neutrales
Element Element
/ / nur Nullen
(@01 a b c (o]0 1 a b c

/' 0[f0 1 a b c - 00,00 0.0 -
11 } /’ 1101 a b c i
neutrales alla : all0,a |
Element bl b ? | neutrales bllolb 2 |
‘ " Element ! :
cllc | cl|0rc ‘
. T nur Nullen —/‘ . T . .
kirzbar und kirzbar, nullteilerfrei

kommutativ und kommutativ
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Bei Algebren mit einem Operator kann man die Assoziativitat leider nicht an der
Verknipfungstafel ablesen.

Bei Algebren mit zwei Operatoren kann man die Distributivitdten leider nicht an
den Verkniipfungstafeln ablesen.

D.h. entweder man weiB, dass der Operator (bzw. die Operatoren) assoziativ (bzw.
distributiv) sind (z.B. 4+ und - oder +, und -,) oder man muss es extra beweisen :-(
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Monoide vs. Gruppen vs. Ringe vs. Korper
Was kann man in jeder der Strukturen machen?
1. Monoide: addieren
2. Gruppen: addieren und subtrahieren
3. Ringe: addieren, subtrahieren und multiplizieren
4. Korper: addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren

Deswegen sind Korper so schon zum Rechnen! :-)

,,subtrahieren " heiBt nichts anderes als ,,addieren mit dem additiven Inversen®

,dividieren" heiBt nichts anderes als ,, multiplizieren mit dem multiplikativen
Inversen*.

1169 /1411



Primitive Elemente
Sei (K, ®,®) ein Korper. Ein Element a € K heiBt primitiv, falls es ein Erzeuger der
multiplikativen Gruppe (K \ {0}, ®) ist.

Fiir jede endliche Gruppe (G, o) und jedes x € G gilt:

x ist Erzeuger von G <= ord(x) = |G| .

Beispiele

» 2 ist primitiv in (Z3, +3,-3), da ord,(2) = 2.
» 2 und 3 sind primitiv in (Zs, +s,5), da ord..(2) = 4 und ord..(3)
» 3 und 5 sind primitiv in (Z7,47,-7), da ord.,(3) = 6 und ord.,(5)

4
6.

1170/ 1411



Isomorphie

Seien (A, ®,®) und (B,H, @) zwei Algebren mit jeweils zwei Operatoren. A und B
sind isomorph zueinander, falls folgendes gilt:

» Es gibt eine Funktion h: A — B mit:

Vx,y € A: h(x @ y) = h(x) B h(y),
Vx,y € A: h(x ®y) = h(x) & h(y),

> h ist bijektiv.

Die Isomorphie von Algebren mit zwei Operatoren funktioniert analog zu der von
Algebren mit nur einem Operator (s. Folie 1118).
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Beispiel
Seien (A, ®,®) und (B,H, @) zwei Algebren mit A = {0,1,2,3}, B= {&, #,0, )
und folgenden Verkniipfungstafeln:

[e [0 1 2 3] [0[o 1 2 3]

offo 1 2 3 offo o o o

A: 111 2 3 0 10 1 2 3
212 3 0 1 210 2 0 2

3103 0 1 2 310 3 2 1

(B[ & O O] [(O][% & O O]

S &6 O O s & & &

B: . RO Alsd &6 O O
ClHNO & & & Clld O & Q

GO & & O OClld & O &

Ein Isomorphismus h: A — B ist:

h(0) = & h(1) =& h(2) =Q h(33) =<
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Themenubersicht

5. Algebraische Strukturen

5.3. Endliche Korper

5.3.2. Polynomringe
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Polynome
Sei (R, ®,®) ein beliebiger kommutativer Ring (endlich oder unendlich).

» Ein Polynom p lber R in der Unbekannten x ist ein Ausdruck der Gestalt
p=apx" + a,_1x"" 14 ... + aix + ap,

wobei ag, ..., a, € R gilt.

» deg(p) = nist der Grad und ay, ..., a, sind die Koeffizienten von p. Fiir alle i > n
definieren wir a; := 0.

» R[x] ist die Menge aller Polynome mit Koeffizienten aus R.
» Jedes Polynom p induziert eine Funktion f, : R — R mit

fo(x) = (an @ x") @ (a1 OX" N @ ... @ (a1 O x) D ag

fur alle x € R.
» Ein Element xp € R mit f,(xp) = 0 heiBt Nullstelle von p.
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Fir ein Polynom p kann man auch p(x) schreiben und fiir die Unkenannte x auch X.

In einem Polynom werden Teilasudriicke der Form 1x’ durch x’ ersetzt und Teilausdriicke
der Form 0x’ werden weggelassen.

Das Polynom p = 0 hat per Definition den Grad deg(p) = —oc.
R[x] wird ,R adjungiert x* gelesen.

Polynome aus R[x] kann man sich als Wérter iiber dem Alphabet
Y =RU{+,x,23%, ...} vorstellen. Zwei Polynome sind also gleich, wenn sie identisch
aussehen.

Ein Polynom induziert zwar eine Funktion, ist aber selber keine. Insbesondere kdnnen zwei
verschiedene Polynome dieselbe Funktion induzieren!

Weil Jeder Korper ein Ring ist, konnen die Koeffizienten des Polynoms auch aus einem
Korper stammen.

Polynome kénnten auch als Tupel (ag, a1, . .., aq4) bzw. Folgen (ag, a1, . . .) definiert
werden, aber das wiirde das Rechnen mit ihnen viel weniger intuitiv machen.
1175/ 1411



Beispiel
Sei p € R[x] ein Polynom iber dem Koérper (R, +, ) mit

p:x3+3x2+x+2.
Fir ein beliebiges x € R gilt dann:
fo(x) = x3+3-x% +x + 2.

Weil f, in diesem Fall eine Funktion f, : R — R ist, kann sie als Kurve in einem
Koordinatensystem dargestellt werden:
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Noch ein Beispiel

Sei p € R[x] ein Polynom iber dem endlichen Ring (Z¢, +6, 6) mit

p=x343x%>+x+2.

Fur ein beliebiges x € Zg gilt dann:

fp(X) =3 —|—63-6X2 +6 X +6 2

Daraus folgt:

X

0

1

2

3

4

5

fp(X)

2

1

0

5

5

3

Diesmal ist f, keine Funktion f, : R — R. D.h. sie kann nicht als Kurve in einem

Koordinatensystem dargestellt werden!
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Quizfrage

Welche Nullstellen besitzen folgende Polynome aus Z;[x]?

0 1

x2 x2+1

x3 ><3+1

X3+x2 x3+x2+1

x* ><4+1

x4+x2 x4+x2+1
><4+><3 x4+x3+1
x4+x3+x2 X4+x3+)<2+1
xs x5+1

)<5+><2 x5+x2+1
x5+x3 x5+x3+1
PR a4
x5+x4 x5+x4+1
x5+x4+x2 x5+x4+x2+1
x5+x4+x3 x5+x4+x3+1
x5+x4+x3+x2 x5+x4+x3+x2+1

X
X2+x

X3+x
X34 x% 4 x
X4+x

x* 4 x% 4 x
x4+x3+x
x4+x3+x2+x
><5+x
x5+x2+x
x5+x3+x
x5+x3+x2+x
x5+x4+x
X5+x4+x2+x
Xt 3 4 x

St 3 x4 x

x+1

x2+x+1

X rx+1
X3+x2+x+1
x4l

AP x4
AP x4+l
A x 1
x5+x+1

P fx+1
x5+x3+x+1
S 4 x4
x5+x4+x+1
X5+x4+x2+x+1
x5+x4+x3+x+1

Erxt 3%+ x+1
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Antwort

Fiir die Nullstellen (NS) kommen nur Elemente aus Z; infrage und es wird in Zy

gerechnet.

0 (NS:

X2 (NS:

x> (NS:

X3 + X2 (NS:

x* (NS:

x* + X2 (NS:
PN (NS:

x4 + X3 —+ X2 (NS:
x° (NS:

X2 + X2 (NS:

x5 453 (NS:

X2 + x3 + x2 (NS:
x4 x* (NS:

x> + x4 + x2 (NS:
X+ xt+x3 (NS:

St 3 43 (NS:

0,1)
0)
0)
0,1)
0)
0,1)
0,1)
0)
0)
0,1)
0,1)
0)
0,1)
0)
0)
0,1)

x2+x+1
S 4xt1
x3+x2+x+1
*x+1
x4+x2+x+1
S Ext1

4 3 2
x+x +>< + x X + x4+ x"+x+1
X 4x+1
x5+xz+x+1
i E x4l

5 3 2
x+x +x + x X+ X+ x"+x+1
Xt p x4l

5 4 2
x+x +x + x X+ x +x"+x+1
x® +x +>< + x x5+x4+x3+x+1

+x +x +x + x 5+x4+x3+x2+x+1

x+1(NS
(NS:
(NS:
(NS:
(NS:
(NS:
(NS:
(NS:
(NS:
(NS:
(NS:
(NS:
(NS:
(NS:
(NS:
(

N



Polynomaddition
Fiir zwei Polynome a, b € R[x] iiber einem kommutativen Ring (R, ®, ®) mit

a=apx"+ ap_1x""1+ ...+ ax + ao,

b= b,x"+ bmflxm_l + ...+ bix + by

definieren wir:
at+b=cx +c1x T+, +ax+c

mit r = max(n, m) und ¢; := a; ® b; fur alle i =0,...,r.

Wir hatten a; = 0 fiur i > n und b; = 0 fir i > m definiert.
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Beispiele
» Seien a, b € Z[x] folgende Polynome iiber dem Ring (Z, +, -):

a=2x34x>—3x+3,
b= —3x?+4x+2.

Dann gilt: a+ b =2x3 —2x%> + x + 5.
» Seien a, b € Za4[x] folgende Polynome iber dem Ring (Zs, +4,4):

a:x3—|—X2—|—1,
b=3x3+x>+3x+2.

Dann gilt: a+ b = 2x% + 3x + 3.
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Polynomsubtraktion
Fir zwei Polynome a, b € R[x] liber einem kommutativen Ring (R, ®, ®) mit

a=apx"+ ap_1x" 4+ ...+ ax + ap,

b= bmx™+ bp1x™ 1+ ...+ bix + by

definieren wir:
a—b=cx +c_1xX T+, . +ax+c

mit r = max(n, m) und ¢; := a; & (—b;) furalle i =0,...,r.

—bj ist das additive Inverse von b; in (R, ®,®).
Wir hatten a; = 0 fir i > n und b; = 0 fir i > m definiert.
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Beispiele
» Seien a, b € Z[x] folgende Polynome iiber dem Ring (Z, +, -):

a=2x34x>—3x+3,
b= —3x?+4x+2.

Dann gilt: a — b =2x3 +4x% — 7x + 1.
» Seien a, b € Za4[x] folgende Polynome iber dem Ring (Zs, +4,4):

a:x3—|—X2—|—1,
b=3x3+x>+3x+2.

Dann gilt: a— b =2x3 4+ x + 3.
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Polynommultiplikation
Fir zwei Polynome a, b € R[x] liber einem kommutativen Ring (R, ®, ®) mit

a=apx"+ an_lx”’l + ...+ aix + ao,
b= bmx™ + bm_1x™ 4+ ...+ bix + by

definieren wir:

r—1

a-b=cx"+c_1xXT+.. . +ax+a

mit r = n+ mund ¢; = @ji':o(aj ® bj_j) furalle i=0,...,r.

Der Ausdruck
@(aj ®© b,;j) =(a O b)) ® (a1 ® bi—1) ® (a2 ® bi—2)® ... ® (a; © by)
j=0

entsteht durch das Ausmultiplizieren, Sortieren und Zusammenfassen der Koeffizienten.
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Beispiele
» Seien a, b € Z|[x] folgende Polynome tiber dem Ring (Z, +, -):

a:x2—2x+37
b=3x+1

Dann gilt: a- b = 3x3 —5x% + 7x + 3.
» Seien a, b € Za4[x] folgende Polynome iber dem Ring (Za, +a4,4):

a=x>4+3x+2,
b=2x+3

Dann gilt: a- b= 2x3 4+ x® + x + 2.
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Mit Polynomen aus Z,[x] rechnet man einfach wie mit Polynomen aus Z[x], mit dem
Unterschied, dass am Schluss alle Koeffizienten modulo n genommen werden. Kein
Koeffizient darf negativ oder groBer oder gleich n sein!
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Polynomdivision
Fiir gegebene Polynome a, b € K[x]| iiber einem Korper (K, ®, ®) liefert die
Polynomdivision von a durch b eindeutige Polynome r und s, so dass gilt:

a=b-s+r und 0 <deg(r) < deg(b)
Analog zur ganzzahligen Division in Z definieren wir
s:=a+b und r:=amodb

Auf diese Weise kdnnen wir den Euklidischen Algorithmus und seine Erweiterung auch
auf Polynome anwenden!
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Beispiel

Seien a,b € Q[x] mit a =3x* —7x3 —6x*>+8x —1und b=x>—3x+1:

(3x*  —7x3 —6x2  4+8x —1) : (x2-3x+1) = 3x2+2x-3
—(3x*  —9x3  4+3x?)
2x3 —9x?  +8x
—(2x3 —6x2  +2x)
-3x* +6x -1
—(—3x2  +9x -3)
—3x 42

Es gilt dann a= b - s + r mit:

s=3x24+2x—3 und r=—-3x+2.
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Quizfragen
Seien p, g € Q[x] zwei Polynome mit p = x* — 7x2 + 6x und g = x> — 8x + 3.
1. Was ist ggT(p, q)?
2. Fir welche Polynome a, b € Q[x] gilt die Gleichung a- g+ b-p =ggT(p,q)?

Hinweis: Fiihre den erweiterten Euklidischen Algorithmus mithilfe der Polynomdivision
mit p und g durch.
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Antworten

Die Tabelle des erweiterten Euklidischen Algorithmus sieht wie folgt aus:

ri ‘ S; ‘ ti
xP—T7x2+6x| — [xT—-3x+1
x3—8x+3 X —x+3
x? 4 3x x—3 1
x4+ 3 X 0
0 _

Daraus folgt:

1. ggT(p,q) = x+3.
2. a=x*>-3x+1 b=—x+3.
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Polynomdivision tiber Z,
Sei n eine Primzahl, d.h. Z, ein Kérper. Eine Polynomdivision mit Polynomen iber Z,
(d.h. mit Koeffizienten aus Zj,) funktioniert analog zu einer Polynomdivision iber Q
oder R mit zwei wesentlichen Unterschieden:
» statt Zahlen zu dividieren, multipliziert man mit Inversen
» nach jeder Multiplikation und Subtraktion nimmt man das Ergebnis, falls es nicht
in Zp, ist, modulo p
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Beispiel
Seien a, b € Zs[x] mit a = 3x* + x3 +3x%2 +4x + 1 und b = 2x°> + x + 4.

(Bx*  +x3 4+3x%2 H+4x +1)  (2x°+x+4) = 4x®+x+3
—(3x*  +4x3 4x?)
23 +2x7 +4x
—(2x3  +x% +4x)

X2 +1
—(x> +3x +2)
2x  +4

In Zs gilt 271 =3, da 253 = 6 mod 5 = 1. Anstatt also jedesmal durch 2x? zu
dividieren multipliziert man (modulo 5) mit (2x?)™! = 3x72, d.h.:

3x* 3x 2 =(353)x2 =4x, 2x3 3x2=(253)x=x, x*-3x 2=1-53=3.
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Quizfragen

Sei n eine Primzahl und a, b € Z,[x] zwei Polynome iiber Z,. Welche Polynome
r,s € Zp[x] mit 0 < deg(r) < deg(b) erfiillen fiir folgende a,

a=b-s+r?
1.a=x341,b=x24+x,n=2,

2. a=x34x241, b=x24+x+1,n=2,

3. a=x34x24x,b=x2+1,n=2,
4oa=x3+x>+2,b=2x>+1,n=3,

5 a=x34x42, b=x24+2x+2,n=3,

6. a=2x3+3x+1, b=3x>+x+2, n=5,
7. a=x342x244, b=4x2+3x+1, n=5,
8. a=3x34+4x+5 b=4x>+5x,n=1.

Hinweis: Benutze Polynomdivision!

b und n die Gleichung
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Antworten

1.
(x* +1)
- (¢ +x?)
x2 +1
- +x)
X +1
Daraus folgt: r = x+ 1 und s = x + 1.
2.
(x3 +x? +1)
— (X +x% +x)
X +1

Daraus folgt: r = x+ 1 und s = x.

(x> +x +1)
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(Xj +x2 4+x ) - (X2 41) = x +1

- (x +x)
%2
- +1)
1
Daraus folgt: r =1 und s = x + 1.
(x3 4x2 +2) : (2x2 +1) = 2x 42
- (X8 +2x)
x? +x 42
- (X2 +2)

X

Daraus folgt: r = x und s = 2x + 2.
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(x3 +x  +2)
3 42x2 42x)

x? 2x 42

- (¥ +2x +2)

0
Daraus folgt: r =0 und s = x + 1.
(2x3 +3x  +1)
— (23 +4x® +3x)
x? +1
(x> +2x  +4)
3x  +2

Daraus folgt: r = 3x +2 und s = 4x + 2.

(x> 4+2x +2)

(3x% +x +2)

x +1

dx +2
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(x3 +2x2 +4) : (4x® 4+3x +1) = 4x
— (xX® +2x° +4x)
X +4

Daraus folgt: r = x + 4 und s = 4x.

(3x3 +4x +5) : (4x> +5x) = 6x +3
— (3x® +2x?)
(5x%  +4x +5)
- (5%  +x)
3x +5

Daraus folgt: r = 3x +5 und s = 6x + 3.
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Polynomringe

Fiir jeden kommutativen Ring R bildet R[x] mit der Polynomaddition und -multiplikation aus
den Folien 1180 und 1184 wieder einen kommutativen Ring. Polynome kénnen aber auch
benutzt werden, um das Konzept von Restklassenringen zu verallgemeinern.

Sei K ein Kérper und p € K[x] ein Polynom mit Grad deg(p) = n. Dann bildet die Menge
Klx]p = {q € K[x]| deg(q) < deg(p)}
aller Polynome aus K|[x]| mit kleinerem Grad als p zusammen mit den Operationen
a+p,b:=(a+b)modp und a-,b:=(a-b)modp.

einen kommutativen Ring. Dieser wird Restklassenring K[x] modulo p genannt.

Fir jeden endlichen Kérper gilt: |K[x],| = |K|%&(P), z.B.: |Z3[x] 44| = 3* = 81
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Beispiel
Sei p € Z[x] mit p = x? + 1. Dann bildet Zs[x], = {0,1, x,x + 1} mit +, und -,
einen kommutativen Ring mit folgenden Verkniipfungstafeln:

|+ ] O 1 x x+1] | 5 [o 1 x  x+1
0 0 1 X x+1 0 0 0 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 X 0 X 1 x+1
x+1|x+1 X 1 0 x+1]0 x+1 x+1 0
Es gilt z.B.:

» (x+1)+px=((x+1)+x)mod p=1
» (x+1) px=((x+1) x)mod p= (x>+ x) mod p = x + 1
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Man benutzt bei Restklassenringen oft verschiedene Schreibweisen:
Bei Restklassenringen Z modulo n schreibt man oft (Z/(n),+,-) bzw.
(Z/nZ,+,-) statt (Zn,~+n,-n), weil die zwei Ringe zueinander isomorph sind.
Bei Restklassenringen K[x] modulo p schreibt man analog auch (K/(q),+, ) oder
auch (K[x]geg(p)> +p>p) statt (K[x]p, +p, p)-
Erinnerung: Isomorphie heiBt nicht Gleichheit! Dass zwei Algebren isomorph sind heiBt
nur, dass sie dieselbe Struktur besitzen. In DS machen wir aber ein Auge zu und diirfen
sorglos das eine durch das andere ersetzen ;-)
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Quizfragen

Welche Elemente sind in folgenden Mengen enthalten?
L. Zo[x]x241.
2. Zs[x]x+a,
3. Za[X]s3 4,
4. Zs[x]x2 42,

>. Z2[X]X4+X+1'
Hinweis: |Zn[x]p| = |Z,|de8(P) = pdes(p).
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Antworten

Zo[x]x241 = {0,1,x,x + 1},

Zs[x]x+4 = {0,1,2,3,4}.

Zox]sa4x = {0, 1, x,x + 1,x%, x® + 1, x% + x,x% + x + 1}.

Z3[x]210 =4{0,1,2,x,x + 1, x + 2,2x,2x + 1,2x + 2}.

Zo[X)gaqxq1 = {0, L, x, x + L,x2 x> + L, x2 + x, x> + x + 1, x3,x3 + 1,x3 +
X, 3+ x+1,x3+x2, 3+ x°+ 1,3+ x2+x, 3+ x2+x+ 1}.

o =
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Quizfragen
Sei p = x2 + 1 ein Polynom iiber Z und R = (Z2[x]p, +p, p) ein Restklassenring
modulo p.

1. Wie sieht der folgende Ausschnitt der multiplikativen Verknilipfungstafel von R
aus?

’ ‘p HO 1 X x—i—l‘
[x+1] |

2. Woran erkennt man, dass R kein Korper ist?

1203 / 1411



Antworten

1. Es gilt:

’ ‘p HO 1 X x—i—l‘
(x+1]]0 x+1 x+1 0 |

2. R ist nicht nullteilerfrei, da (x + 1) -p (x + 1) = 0. AuBerdem gilt die
Kiirzungsregel nicht, da (x +1) - 1 = (x + 1) -p x.
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Quizfragen

Sei p = x? + x ein Polynom iiber Zy und R = (Z[x]p, +p, p) €in Restklassenring.

1. Wie sieht der folgende Ausschnitt der multiplikativen Verknilipfungstafel von R
aus?

| 5 [0 1 x x+1]
[x+1] |

2. Woran erkennt man, dass R kein Korper ist?
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Antworten

1. Es gilt:

| 5 [[0 1 x x+1]
[ x+1]]0 x+1 0 x+1]

2. R ist nicht nullteilerfrei, da (x + 1) -p x = 0. AuBerdem gilt die Kiirzungsregel
nicht, da (x +1) 1= (x+1) - (x +1).
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Quizfragen

Sei p = 2x2 + x ein Polynom iiber Z3 und R = (Z3[x]p, +p, p) €in Restklassenring.

1. Wie sieht der folgende Ausschnitt der multiplikativen Verknilipfungstafel von R
aus?

5[0 1 x x+1]

[l |

2. Wie sieht der folgende Ausschnitt der multiplikativen Verkniipfungstafel von R
aus?

| [[x+1 x+2]
2x
2x +1

3. Woran erkennt man, dass R kein Korper ist?
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Antworten

1. Es gilt:

2. Es gilt:

’-,,HO 1 x x—i—l‘

]xHOxx 2x‘

‘p HX—|—1 X—|—2‘
2x X 0
2x+1 (| 2x+1 x+2

3. R ist nicht nullteilerfrei, da 2x -, (x +2) = 0. AuBerdem gilt die Kiirzungsregel

nicht, da x-p 1 = x-p x.
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Faktorisierung von Polynomen

Sei K ein Korper. Das Ziel der Faktorisierung von Polynomen ist es zu einem
gegebenen Polynom p € K[x] Polynome p, ..., p, € K[x] zu finden, so dass
p=p1--..pngilt. Es gilt auBerdem:

xo ist Nullstelle von p <= (x — xp) ist ein Faktor von p .

D.h., dass Polynome p; mit deg(p;) = 1 sehr leicht abgespalten werden kénnen, indem
man eine Nullstelle xo von p durch ,scharfes Hinschauen" errat (d.h. durch
Ausprobieren) und dann p durch (x — xp) teilt.

Analog zur Primfaktorzerlegung ganzer Zahlen, ist die Faktorisierung von
Polynomen (iber einem Korper eindeutig.

Weil K ein Korper ist, ist es nullteilerfrei und es gilt fir alle p1, ..., p, € K[x]:

deg(p1 - ... pn) = deg(p1) + ... + deg(pn).
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Beispiele

> In R[x] gilt:
x*—6x% +11x — 6 = (x — 1)(x — 2)(x — 3).
PO = x3-fx? + Mx - 4 ~s XA Ndlskille
LR L : al
';3 (x -ix +Mx-£l= (x-1) = x -S)f+6 s ¥=:|'(_ .Huﬂa%
g,, (x*-5x+6) =[x-a) = x-3 ~ x=3 Nullsklle
&
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> In Z[x] gilt
x*+x% = x*(x + 1)

> In Z3[x] gilt:
X2 1= (x+1)3(x +2)>%

> In Zs[x] gilt:
x3 4 2x% 4+ 4x 4+ 3 = (x + 1)(x + 2)(x + 4).
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Quizfragen

Gegeben seien folgende Polynome iiber verschiedene Kérper:
1.
2.
3.
4.
5.

Wie sieht die eindeutige Faktorisierung von a, b, ¢, d und e aus?

a=2x3+10x? + 6x — 18 mit a € R[],
b =3x3 +6x2 —3x — 6 mit b € R[x],
c = x*+x?+1 mit ¢ € Z3[x],

d = x°+x mit d € Zy[x],

e = x>+ 2x% + 4x + 3 mit e € Zs[x].
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Antworten

o b=

a=2(x—1)(x+3)2

(
b=3(x—1)(x+1)(x +2).

c=(x+1)%(x +2)2
d=x(x+1)*
e=(x+1)(x +2)(x +4).
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Irreduzibilitat von Polynomen

Sei K ein Korper. Ein Polynom p € K|[x] heiBt reduzibel wenn zwei Polynome

p1, P2 € K[x] existieren mit deg(p1),deg(p2) > 1 und p = p; - p2. Polynome, die nicht
reduzibel sind, nennt man irreduzibel.

Die Irreduzibilitat von Polynomen ist das Analogon zur Primheit von Zahlen.
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Beispiel

Das Polynom p = x? 4 1 ist irreduzibel iiber R, Q oder Z3, da keine Polynome aus
R[x], Q[x] oder Z3[x] existieren in denen sich p zerlegen lasst. Dagegen lasst sich p
tiber andere Korper zerlegen, z.B.:

» Falls p € C[x]:
(x+Nx—N=x>-P=x>—(-1)=x>+1

» Falls p € Z[x]:
(x+1)(x+1)=x>+2x+1=x>+1

» Falls p € Zs[x]:
(x+2)(x+3)=x>+5x+6=x>+1
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Quizfrage

Sei K ein Kérper. Wieso sind Polynome p € K[x] mit Grad 0 oder 1 immer irreduzibel?
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Antwort

Aus
deg(p1 - p2) = deg(p1) + deg(p2)

(s. Folie 1209), konnen keine zwei Polynome pi, p» € K[x] mit deg(p1),deg(p2) > 1
gefunden werden mit p = p; - po.

1217 /1411



Quizfrage

Sei K ein Korper. Wieso sind Polynome p € K[x] mit Grad 2 oder 3 genau dann
irreduzibel, wenn sie keine Nullstellen besitzen?
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Antwort

Aus Folie 1209 wissen wir:

deg(p1 - p2) = deg(p1) + deg(p2).

AuBerdem gilt:
» Falls deg(p) = 2, dann kann p nur in zwei Polynome p1, p» € K|[x] zerfallen mit
deg(p1), deg(p2) = 1.
» Falls deg(p) = 3, dann kann p nur in zwei Polynome p1, p» € K|[x] zerfallen mit
deg(p1) = 1 und deg(pz2) = 2 oder deg(p1) = 2 und deg(p2) = 1.
In beiden Fallen enthalt p ein Faktor von Grad 1. Aus

xo ist Nullstele von p <= (x — xg) ist ein Faktor von p

folgt die Aussage.

1219/ 1411



Quizfrage

Sei K ein Korper. Wieso kann ein Polynom p € K|[x] mit deg(p) > 4 reduzibel sein,
obwohl es keine Nullstellen besitzt?
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Antwort

p konnte beispielsweise in nullstellenfreie Faktoren pi, ..., p, mit
deg(p1), - ..,deg(pn) > 2 zerfallen. Beispielsweise gilt fiir p € Q[x] mit
p=x*+2x>+1:

p=(x>+1)-(x>+1).

Somit ist p reduzibel, obwohl es keine Nullstellen besitzt.
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Wichtige Aussagen zur Irreduzibilitdt von Polynomen
Fir alle Polynome p € K[x] gilt:

1. Falls deg(p) = 0 oder deg(p) = 1, dann ist p immer irreduzibel.

2. Falls deg(p) = 2 oder deg(p) = 3, dann gilt:

p irreduzibel <= p besitzt keine Nullstelle .

3. Falls deg(p) > 4, dann gilt:

p irreduzibel = p besitzt keine Nullstelle .
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Quizfragen

Welche der folgenden Polynome sind irreduzibel?

1.

©® N oG AW N

x3 +x%2+2 ¢ Zs[x],

x3 +2x + 2 € Zs[x],

x3 +2x +2 € Z3[x],

x3 +x+ 1€ Zy[x],
x3+x2+x+ 1€ Zo[x],
x3 +2x +1 € Zs[x],

x3 + x2 + x € Zs[«],
x*+x+ 1€ Zyx].

1223 /1411



Antworten

Erinnerung: Ein Polynom von Grad 2 oder 3 ist genau dann irreduzibel, wenn es keine
Nullstellen hat.

1.

© N o ok e

Irreduzibel (keine Nullstellen).

Reduzibel (Nullstellen: 1 und 3).

Irreduzibel (keine Nullstellen).
Irreduzibel (keine Nullstellen).
Reduzibel (Nullstelle: 1).
Irreduzibel (keine Nullstellen).
Reduzibel (Nullstelle: 0).

Irreduzibel (keine Nullstellen).
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Quizfrage
Aus der Quizfrage auf Folie 1178 wissen wir, dass folgende Polynome p € Z;[x], die
einzigen mit 2 < deg(p) < 5 sind, die keine Nullstellen besitzen:

Grad 2: x®>+x+1,

Grad 3: x3+x+1, x34+x?+1,

Grad 4: x*+x+1, x*4+x2+1, x*+x3+1,

Grad5: x>+ x+1, x®>+x>4+1, x®>+x3+1. xX>+x4+1

Welche davon sind irreduzibel?
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Antwort

x2+x+1, x3+x+1und x3+ x2 + 1 sind alle irreduzibel, weil sie Grad 2 oder 3
haben und keine Nullstellen besitzen.

Damit ein Polynom von Grad 4 reduzibel ist, obwohl es keine Nullstellen besitzt, muss
es in zwei nullstellenfreie Polynome von jeweils Grad 2 zerfallen. Die einzige
Kombination hierfiir ist:

(P+x+1)- (P+x+1)=x*+x2+1.

D.h., dass x* + x2 + 1 reduzibel ist und x* + x + 1 und x* + x3 + 1 irreduzibel.
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(Fortsetzung)

Damit ein Polynom von Grad 5 reduzibel ist, obwohl es keine Nullstellen besitzt, muss
es in zwei nullstellenfreie Polynome mit Graden 2 und 3 zerfallen. Die einzigen
Kombinationen hierfir sind:

(PHx+1)-CHx+1)=x>+x*+1,
PHx+1)-C+x2+1)=x>+x+1.

D.h., dass x® + x* + 1 und x® + x + 1 reduzibel sind und x>+ x2+ 1 und x>+ x3 +1
irreduzibel.
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Endliche Korper

Wir wissen nun, dass (Zs[x]p, +p, -p) fiir jede natirliche Zahl n € N und jedes
Polynom p € Z,[x] mit Grad deg(p) = d ein kommutativer endlicher Ring mit n?
Elementen ist.

Zusatzlich gilt:
(Zn[X]p, +p, -p) ist ein Kérper <= p ist irreduzibel und n prim .

Man nennt solche Kérper Galois-Korper (engl. Galois Field) und bezeichnet sie mit
GF(n9).
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Beispiel

Sei p = x? + x + 1 ein Polynom aus Z;[x]. Da p keine Nullstellen in Z, besitzt, ist es
irreduzibel. Zy[x]> = {0, 1, x,x + 1} bildet also mit 4+, und -, einen Galois-Kérper mit
folgenden Verknlpfungstafeln:

ETE 1 x x+1] | , o 1 x  x+1
0 0 1 X x+1 0 0 0 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 X 0 X x+1 1
x+1| x+1 X 1 0 x+1||0 x+1 1 X
Es gilt z.B.:

» (x+1)+px=((x+1)+x)mod p=1
» (x+1)px=((x+1)-x)mod p=(x2+x) mod p=1
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Quizfragen

© N o Ok =

Ist Z3[X]p, +p,
Ist Zg[X]p, —|—p,

(
(
Ist (Z3[x]p, +p; -
Ist (Za[x]p, +p; -
Ist (Z3[x]p, +p; -
(
(
(

Ist (Z2[x]p, +p,

Ist (Ze[x]p, +p,
|St Z2[X]p, +p, .

p
p
p

P
p
p

)
)
)
)
)
)
)
)

-p) mit p=x*+ x2 + 1 ein Korper?
‘p) Mit p = 8x? 4 3x + 6 ein Korper?

mit p = 2x° + 2 ein Korper?

mit p = x% + x + 3 ein Korper?

mit p = x3 + 2x + 1 ein Korper?

mit p = x3 + x + 1 ein Korper?

mit p = x> + 3x + 2 ein Korper?

mit p = x3 + x% + x + 1 ein Korper?
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Antworten

Erinnerung: Damit (Zn[x]p, +p, p) ein Korper ist, miissen n prim und p irreduzibel

sein.
1.

© N o gk DN

Nein! p ist reduzibel, weil es die Nullstelle 2 besitzt.

Nein! 9 ist nicht prim.
Jal
Nein! 4 ist nicht prim.
Jal
Jal
Nein! 6 ist nicht prim.

Nein! p ist reduzibel, weil es die Nullstelle 1 besitzt.
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Eine natiirliche Zahl k fiir die natiirliche Zahlen d,n € N mit n prim und k = n?
existieren, nennt man eine .

Fiir jede Primzahlpotenz n prim gibt es einen Galois-Kérper GF(n9) mit n?
Elementen.

Alle endlichen Korper sind Galois-Korper und je zwei Galois-Korper mit gleich
vielen Elementen sind isomorph zueinander

Die Korper der Form (Zp, +n, -n) sind Spezialfalle der Kérper (Zn[x]p, +p, -p) flr
deg(p) = 1.

Falls deg(p) = 0, dann gilt Z,[x], = {0}, da 0 das einzige Polynom mit
negativem Grad ist (s. Folie 1175).

Ware p = p1 - po reduzibel, dann sind alle Polynome, die p; oder p, als Faktor
besitzen, Nullteiler in (Zn[x]p, +p, p)-
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Quizfragen

_
= O

© 0 N o Ok W=

Gibt es einen Korper
Gibt es einen Korper
Gibt es einen Korper
Gibt es einen Korper
Gibt es einen Korper
Gibt es einen Korper
Gibt es einen Korper
Gibt es einen Korper
Gibt es einen Korper

Gibt es einen Korper

. Gibt es einen Korper

mit 5 Elementen?
mit 8 Elementen?
mit 9 Elementen?
mit 15 Elementen?
mit 21 Elementen?
mit 27 Elementen?
mit 32 Elementen?
mit 48 Elementen?
mit 100 Elementen?
mit 121 Elementen?
mit 124 Elementen?
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Quizfragen

© 0o N o Ok W=

_
= O

Jal 5 ist eine Primzahl und somit eine Primzahlpotenz: 5 = 5.

Jal 8 ist eine Primzahlpotenz: 8 = 23.

Jal 9 ist eine Primzahlpotenz: 9 = 3.

Nein! 15 ist keine Primzahlpotenz: 15 =3 - 5.
Nein! 21 ist keine Primzahlpotenz: 21 =3 -7.

Jal 27 ist eine Primzahlpotenz: 27 = 33.

Jal 32 ist eine Primzahlpotenz: 32 = 2°.

Nein! 48 ist keine Primzahlpotenz: 48 = 3 - 24,
Nein! 100 ist keine Primzahlpotenz: 100 = 22 - 52,
Jal 121 ist eine Primzahlpotenz: 121 = 112

. Nein! 124 ist keine Primzahlpotenz: 124 = 22 - 31.
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Quizfragen

© N o ok w =

Ist GF(11) isomorph zu (Z11, +11,11)?
Ist GF(27) isomorph zu (Z7, 427, 27)?
Ist GF(13) isomorph zu (Z13,+13,13)?
Ist GF(9) isomorph zu (Zg, +9,9)?
Ist GF(5) isomorph zu (Zs, +s,5)?
Ist GF(16) isomorph zu (Z16, +16, 16)?
Ist GF(7) isomorph zu (Z7,+7,-7)?
Ist GF(25) isomorph zu (Zgs, 425, -25)?
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Antworten

GF(n) ist fur jede Primzahlpotenz n ein Koérper und ist ansonsten nicht definiert. GF(n)
ist isomorph zu (Zp, +n,-n) genau dann, wenn n prim ist. Wenn n keine Primzahl ist,
dann ist (Zp, +n, -n) kein Kérper und kann demnach nicht isomorph zu GF(n) sein.

© N o Ok =

Jal 11 ist prim.

Nein! 27 = 33 ist nicht prim.

Jal 13 ist prim.
Nein! 9 = 32 ist nicht prim.
Jal 5 ist prim.

Nein! 16 = 2* ist nicht prim.

Jal 7 ist prim.

Nein! 25 = 52 ist nicht prim.

1236 / 1411



Quizfragen
Sei p € Zs[x] ein Polynom mit p = x3 + 4x? 4 3x 4 2.
1. Wie viele Elemente enthalt Zs[x],7?
2. Wie sieht die eindeutige Faktorisierung von p aus?
3. Welche der folgenden Polynomen a, b, ¢ € Zs|[x] sind Nullteiler in (Zs[x]p, +p,p)?

a=2x>+1,
b=x?+3x+2,
c=x>+x+3.
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Antworten

1. |Zs[x]3| = 5% = 125.

2. Nullstelle 1 raten und p durch (x + 4) dividieren (x — 1 = x + 4 in Zs). Wir
erhalten p : (x +4) = x? + 3, was nicht weiter faktorisierbar ist, weil es keine
Nullstellen besitzt. Es folgt:

p=(x+4)(x*+3).
3. Es gilt:

a=2x>+1=2(x>+3),
b=x?+3x+2=(x+1)(x +2),
c=x>+x+3=(x+2)(x+4).
Die Polynome a und ¢ haben einen gemeinsamen Faktor mit p und sind somit
Nullteiler in (Zs[x]p, +p, p)-
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Charakteristik
Die Charakteristik char(K) eines Korpers K = (S, ®, ®) ist die additive Ordnung des
multiplikativen neutralen Elements:

char(K) := ordg(1).

Die Charakteristik eines endlichen Korpers ist immer eine Primzahl!

Die Notation ,ordg" dient dazu, die Ordnung eines Elements in (S, @) von der in
(S\ {0}, ®) zu unterscheiden. Beispielsweise gilt:

ordg(0) = 1, da 0 das neutrale Element beziiglich @ ist,
ords(1) =1, da 1 das neutrale Element beziiglich ® ist, und
ords(0) = oo, weil kein n € N mit 0" = 1 existiert (s. Folie 974).
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Beispiele
Seien d,n € N mit n prim.
» Die Charakteristik von (Zp, +p, -n) ist n.
» Die Charakteristik von GF(n9) ist ebenfalls n.
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Quizfragen

Welche Charakteristik besitzen folgende Korper?
1. GF(4).

,_,
o
)
n

—

= O© 00 N O 1 & W N

) ()

ay M

AN AN AN AN AN AN S S/~
\_/:l/
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Quizfragen

1. char(GF(4)) = char(GF(2?)) = 2.
2. char(GF(9)) = char(GF(3?)) = 3.
3. char(GF(25)) = char(GF(52)) = 5.
4. char(GF(8)) = char(GF(2%)) = 2.
5. char(GF(27)) = char(GF(3%)) = 3.
6. char(GF(7)) = char(GF(7!)) = 7.
7. char(GF(3)) = char(GF(3!)) = 3.
8. char(GF(16)) = char(GF(2*)) = 2.
9. char(GF(5)) = char(GF(5!)) = 5.
10. char(GF(32)) = char(GF(2%)) = 2.
11. char(GF(2)) = char(GF(21)) = 2.
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Themenubersicht

5. Algebraische Strukturen

5.4. RSA-Verfahren
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RSA Kryptoverfahren
Ziel: Bob (B) méchte Alice (A) eine geheime Nachricht m senden.

m<n

n=p-3 mt pe pam
€ = (p-1)-(§1)

£ & Z‘;m

d=et bayl. (27:,-%)

Nachndhi m

als h) hodiert- .
(%‘B. in ASC“)

Sc/,/f"
el

offurider B & o
Schlssek Scw(«-v.
| i- cx
&)

% T.
B
enttiffern: m=C * prook 1
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Die Nachricht m (engl. message) stellt in der Regel ein einziges Zeichen dar,
welches als Zahl kodiert wurde (z.B. mit ASCII, ANSI, Unicode oder UTF-8).

Die verschliisselte Nachricht ¢ (engl. cypher text) wird oder
genannt.

(n, e) ist der von Alice.

d ist der von Alice.

fe : Zn — Zp mit fo(x) = x© mod n ist die
fy: Zn — Zn mit fz(x) = x9 mod n ist die
e und d heiBen auf Englisch encryption key und decryption key.
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Die Werte von n und e stehen Alice, Bob und allen anderen Gesprachsteilnehmern
zur Verfligung.

Wer die Primfaktoren p und g von n kennt, kann sehr leicht
o(n) = (p—1)(g — 1) berechnen. Mit ¢ und e kommt man mithilfe des
erweiterten euklidischen Algorithmus sehr einfach auf d.

Jeder, der den Wert von d kennt, konnte die Nachrichten entziffern, die an Alice
addressiert worden sind.

Jeder Teilnehmer hat verschiedene Werte fiir n, e und d. Mochte Alice also auf
Bobs Nachricht antworten, so muss sie dafiir den 6ffentlichen Schlissel von Bob
benutzen.

Dieses Verfahren ist sicher, solange man die Zahl n so gigantisch groB wahlt, dass
man aus n nicht so einfach auf die Primfaktoren p und g schlieBen kann.
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Beispiel
Sei (n, e) = (22,7) der offentliche Schlissel von Alice und d = 3 ihr privater Schlissel.
Bob mochte ihr eine als Zahl m = 13 kodierte Nachricht schicken. Folgende Fragen
sind wichtig:

1. Ist n = 22 zulassig?
Ist e = 7 zulassig?
Ist d = 3 zulassig?

Wie verschliisselt Bob seine Nachricht m?

A A

Wie entschliisselt Alice den Geheimtext ¢?
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. n =22 ist zul3ssig, weil 22 aus genau zwei Primfaktoren besteht: p = 2 und
g = 11. Es folgt:
©(22) = (2—-1)(11 -1) = 10.

. e =T ist zulassig, weil 10 und 7 teilerfremd sind. Es gilt also ggT(10,7) =1 und
somit 7 € Z3, (s. nachste Folie).

. d = 3 ist zulassig, weil 3 das multiplikative inverse Element von 7 in (Zjg, -10) ist
(s. nachste Folie).

. Bob verschliisselt seine Nachricht m = 13 wie folgt:
c=m°mod n=13" mod 22 =7.
. Alice entschliisselt die Nachricht ¢ = 7 wie folgt:

m = c? mod n= 7% mod 22 = 13.
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Fir die Beantwortung der Fragen 2. und 3. sind der euklidische Algorithmus und seine
Erweiterung hilfreich:

10 - 3
7T 11]-2
3121
1130
0| -1 -

Dann gilt 10 - (=2) + 7 - 3 =1 und daher

71 =3 mod10 = 3.
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Quizfrage

Alice benutzt den o6ffentlichen Schliissel (n, e) = (85,43) und empfangt von Bob den
Geheimtext ¢ = 5.

Was war die urspriingliche Nachricht m?
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Antwort
85 enthalt die Primfaktoren p =5 und g = 17. Daraus folgt:

©(85) = (5—1)(17 — 1) = 4 - 16 = 64.

Wir benutzen den erweiterten euklidischen Algorithmus, um den privaten Schliissel
d = e~1 zu bestimmen:

64 | - | 3
43| 1 | -2
211 2 | 1
1 121]0
0| - | -

Das inverse Element zu e = 43 ist somit d = 3 mod 64 = 3 und die urspriingliche
Nachricht lautet: m = ¢ mod n = 53 mod 85 = 125 mod 85 = 40.
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Eindeutigkeit der Verschlisselung

Die Verschliisselungsfunktion f, ist bijektiv und somit eine Permutation tber Z,. Dies
ist sehr wichtig fir das Verfahren, denn nur so kann eine Entschlisselungsfunktion fy4
mit fy = f, ! iiberhaupt existieren. Wire f. nicht bijektiv, dann wire die
Entschliisselung m einer verschliisselten Nachricht ¢ nicht eindeutig.
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Beispiel (nochmal)
Sei (22,7) wieder der 6ffentliche Schlissel von Alice und d = 3 ihr privater Schlissel.
Wir wollen iiberpriifen, dass f.(x) = x¢ mod n tatsachlich eine Permutation ist und

dass fy(x) = x4 mod n die Umkehrfunktion von f ist.
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Fir fo(x) = x© mod n erhalt man:

£(0) 0" mod 22 f(11) 117 mod 22 11
f(1) 17 mod 22 f(12) 127 mod 22 12
f(2) 27 mod 22 f(13) 137 mod 22 7
f(3) 37 mod 22 f(14) 147 mod 22 20
f(4) 47 mod 22 f(15) 157 mod 22 5
f(5) 57 mod 22 f(16) 16" mod 22 14
f(6) 6’ mod 22 f(17) 177 mod 22 19
f(7) 77 mod 22 f(18) 187 mod 22 6
f(8) 87 mod 22 f(19) 197 mod 22 13
£(9) 97 mod 22 f(20) 207 mod 22 4
f(10) = 10"mod22 = 10 f(21) = 21"mod22 = 21
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Als Permutation:

£ 01234567 89 10111213141516 1718 19 2021
¢ \01189163817215101112 7 20 5 1419 6 13 4 21
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Fiir f4(x) = x9 mod n erhalt man:

f0) = 03mod22 = 0 f(11) = 113mod22 = 11
f(1) = 1¥’mod22 = 1 f(12) = 12°mod22 = 12
f2) = 22mod22 = 8 f(13) = 13*mod22 = 19
f(3) = 3*mod22 = 5 f(14) = 14°mod22 = 16
f(4) = 4*mod22 = 20 f(15) = 15°mod22 = 9
f(6) = 53mod22 = 15 f(16) = 163mod22 = 4
f(6) = 6>mod22 = 18 f(17) = 17 mod22 = 7
f(7) = T7mod22 = 13 f(18) = 183 mod22 = 2
f8) = & mod22 = 6 f(19) = 19°mod22 = 17
fO) = 9mod22 = 3 f(20) = 203mod22 = 15
f(10) = 103mod22 = 10 f(21) = 213mod22 = 21
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Als Permutation:

£ 01234 5 6 78910111213 141516 17 18 19 20 21
97 1018520151813631011121916 9 4 7 2 17 1421
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fy ist tatsachlich die Umkehrfunktion von f:

01189163817215101112 7 20 5 1419 6 13 4 21

£ 01234 5 6 78910111213 141516 17 18 19 20 21
97 1018520151813631011121916 9 4 7 2 17 1421

f_<0123456789101112131415161718192021)
L =
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Du hast es geschafft!

DS © dich sehr :-)
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Themeniibersicht

Nicht klausurrelevant
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Themenubersicht

Nicht klausurrelevant
Diskrete Analysis
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Themenubersicht

Nicht klausurrelevant

Diskrete Analysis
Wichtige Begriffe
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Wichtige Operatoren
Sei C” die Menge aller Funktionen von Z nach C. Die Operatoren

E,A,V,I|:C? - C”

operieren auf solche Funktionen, d.h. sie erwarten eine Funktion von Z nach C als
Argument und liefern ebenfalls eine Funktion von Z nach C. Fir eine beliebige
Funktion f : Z — C gilt:

Ef(x):=f(x+1),

1f(x) = f(x),
Af(x):=f(x+1)—f(x),
Vf(x):=1f(x)—f(x—1)
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Die Funktion f bildet nur auf C ab, damit sie moglichst allgemein gehalten wird.
Das heiBt nicht unbedingt, dass sie von diesen bésen imaginaren Zahlen
heimgesucht wird!

A heiBt ,Delta” und V , Nabla“.
E und [ sind umkehrbar. Es gilt:

E71f(x)=f(x—1) und 171 f(x) = f(x)
A und V sind nicht umkehrbar, weil sie nicht bijektiv sind. Es gilt z.B.:

A3x—-2=(3(x+1)—2)—(3x—2)=3
A3x+5=(3(x+1)+5) —(3x+5) =3

1264 /1411



Fir beliebige Funktionen f, g und Zahlen n € Ny und a € C gibt es folgende
Abkiirzungen:

Weil A, V, E und | auch Funktionen sind, funktionieren diese Abkiirzungen auch fiir
sie.
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Beispiele

v

Ax(x+1)=(x+1D(x+2)—x(x+1)=x2+3x+2—x% —x =2x +2
E3 5% — EEE5 = EE5*Hl — 552 — 5543
EVX?=E(x*-(x—-1))=(x+1)2-x2=2x+1

(BE7L+N(2x) =3E71(2x) + I(2x) =3(2(x — 1)) +2x =8x — 6

v

v

v

Ef(x):=f(x+1),

If(x) == f(x),
Af(x):=f(x+1)— f(x),
Vi(x):=f(x)—f(x—1)
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Quizfragen

Was ergeben folgende Operationen?

1.

o N o g~ W

A(2x +1),
V(x + 3),
A(x? - x),
V(x% - x),
A(x? + x),
V(x2 + x),
I(

E(x?) — 1(2x),
E31.

1267 /1411



Antworten

I Ax+1)=2(x+1)+1)—(2x+1) =2,

2. V(x+3)=(x+3)—((x—1)+3)=1,

3.A2 —x)=((x +1)? = (x+ 1)) — (x2 — x) = 2x,

4. V(x2—x)=(x>—x)—((x -1 —(x—1)=2x -2
5. Ax%2 —x) = ((x+ 12+ (x+1)) — (x2 +x) =2x + 2,
6. V(x2—x) = (x> +x) — ((x = 1)? + (x — 1)) = 2x,

7. E(x®) —1(2x) = (x + 1) = 2x = x2 + 1,

8. E31=E(E(E(1))) = E(E(1)) = E(1) = 1.

1268 /1411



Noch eine Quizfrage

Sei f:Z — C mit
3 — x falls x gerade

f(x) =
(x) {x—3 sonst.

Was ist A f(x)?
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Antwort

Falls x gerade, dann ist x + 1 ungerade und es gilt
Af(x)=f(x+1)—f(x)=(x+1)—3—-(3—x)=2x—5.

Falls x ungerade, dann ist x + 1 gerade und es gilt
Af(x)=f(x+1)—f(x)=3—-(x+1)—(x—3)=5-2x.

Daraus folgt:
2x — 5 falls x gerade

Af(x)= {

5 —2x sonst.

Alternativ kann man f(x) = (—1)* - (3 — x) schreiben. Daraus folgt:

Af(x)=f(x+1)—f(x)
V(3= (x+1)) = (1) (3-x)

)¥ - (2x — 5).

(-1
(-1
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Mehr Quizfragen

Sei f : Z — C eine beliebige Funktion.
1. Gilt (E o V)(f(x )) = A(f(x))?
2. Gilt (E o A)(f(x
3. Gilt (E o A)(f(x
4. Gilt (E o V)(f(
5. Gilt (Ao V)(f (x)

1271 /1411



Mehr Antworten

AR A

Ja.
Nein.
Ja.
Ja.
Ja.
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Die Ableitung <L f(x) bzw. f'(x) einer Funktion f : R — C war:

d . f(x+h)—f(x)
&f(x)_ATo '

aquivalent dazu ist der Ausdruck

d . f(x)—f(x—h)
dx h—0 h '

Hier kann man h gegen 0 laufen lassen, weil der Abstand zwischen zwei reellen Zahlen

beliebig klein sein kann. Man nennt %
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Diskrete Ableitung

In Z ist der kleinste Abstand zwischen zwei Zahlen 1. Setzt man also h =1 so
bekommt man fir f : Z — C zwei diskrete Analoga zur Ableitung, namlich A und V:

f(x+h)—~f(x) Ff(x+1)—Ff(x)

i|7iLn1 i = . =f(x+1)—f(x) = Af(x),
. f(x)=f(x—h) f(x)—Ff(x—-1)
Alnl - = 1 =f(x)—f(x—1)=Vf(x).

Man nennt A Vorwarts- und V Riickwarts-Differenzenoperator.

1274 /1411



n-te Ableitung
Fiir eine beliebige Funktion f : Z — C gilt:

A" f(x) =D (-1)"* <k> f(x + k)

k=0

Beispiel
Fiir f : Z — C mit f(x) = x3 gilt:

A23_2 12—k2 k3
=3P+ k)

k=0
= (-1 <§> (x +0)° + (-1 (f) (x+1)° 4 (172 @ (x +2°

=x3—2(x+1)3 4+ (x+2)3
= 6x + 6.
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Fallende und steigende Faktorielle (ausfiihrlicher)

Sei n € N beliebig. Aus Folie 622 wissen wir:
x2:=1, xLi=x-(x=1)-(x—=2)-...-(x—=n+1),
x0 =1, x"i=x(x+1) - (x+2)- ... (x+n—1).

D.h. es gelten folgende Zusammenhange:

X2 =(x—n+1)", x"=(x+n-1)~
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Fiir negative Exponenten gilt:

1 1 — 1

—n —n

1

X=— = = x =

(x+1)"  (x+n)2’ (x—1)n

Daraus folgt, dass fiir ein beliebiges k € Z gilt:

(x — k) - xk = xk£L, (X+k)-xzz

- (x —n)"

Xk+1.

Das schone hier ist: k kann (im Gegensatz zu n) auch negativ sein!
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Eine reellwertige Funktion F mit %F(x) = f(x) hieB Stammfunktion von f und wir

schrieben immer:

F(x) = / F(x) dx,

wobei oft auch ein ¢ € C dazu addiert wurde. AuBerdem galt immer:

/ab F(x) dx = F(b) — F(a).

Dies entsprach der Flache unterhalb von f(x) zwischen a und b.
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Summation
Eine Funktion F : Z — C mit A F(x) = f(x) nennt man Summation (auch diskrete
Stammfunktion) von f(x) und wir schreiben analog zur normalen Stammfunktion:

F(x) =) _f(x),

wobei oft auch ein ¢ € C dazu addiert wird. AuBerdem gilt:

b
> f(x) = F(b+1) ~ F(a)

Dies entspricht einer gewdhnlichen Summe

f(a)+f(a+1)+f(a+2)+... 4+ f(b).
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Falls A F(x) = f(x) gilt, so ist F(x) nicht die diskrete Stammfunktion von f(x),
sondern lediglich eine diskrete Stammfunktion, denn fiir jedes ¢ € C ist F(x) + ¢ eine
mogliche diskrete Stammfunktion von f(x).

Meistens ist es egal, welche diskrete Stammfunktion man verwendet. Deswegen diirfen
wir das blode ¢ oft einfach weglassen!
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Diskrete Ableitungs- und Stammfunktionsregeln
Fiir die Funktionen x2, x”, a* und (:7) gibt es folgende Rechenregeln:

Ax?=p.x=L

Ax"=n-(x+1)"1

Aa*=2a(a—1)
()= (")

Nicht vergessen

(n S Z)a

(ne2),

(a€C),

(meN),

S 2 (nez\ (-1},
il (X_l)m

> x = a1 (neZ\{-1}),

ZaXZ:_Xl (a€C),

=)o) e

>~ f(x) ist nicht die einzige diskrete Stammfunktion von f(x), sondern nur eine

mogliche!

1281 /1411



Beispiel
Wir bestimmen die Lésung (in Abhangigkeit von n) der Summe

n p—
> x*=2+6+12+20+... 4+ n(n+1).
x=1

Zuerst bestimmen wir eine Stammfunktion F(x) fiir f(x) = x*:

5 x —1)2F1 x—1)3

Dann setzen wir die Grenzen ein:

PERNE _ n(n+ 1)(n+2).

XZ::lxzzF(n—l—l)—F(l):?—? 2
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Quizfragen

Was sind die Ergebnisse folgender Summen in Abhangigkeit von n?
1. Zgi(l) x(x —1),
2. Y53
3. 2 k=0(5)-
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Antworten

_Info: x(x — 1) = x2.
Yx2=%
2)3 3 2)(n+1
S 1) = St = R e
_ ¥ 3
2.2 =33=% ,
~ TR =5 -5 =25
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Themenubersicht

Nicht klausurrelevant
Diskrete Analysis

Partielle Summation
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Eine der beliebtesten Integrationsregeln war immer die partielle Integration:
/u(x) -V (x)dx = u(x) - v(x) — / u'(x) - v(x) dx.

Mit Grenzen:

wobei [A(x)]2 = h(b) — h(a).
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Partielle Summation
Unsere beliebteste Summationsregel wird die Partielle Summation sein:

Z u(x) - Av(x) = u(x) - v(x)— Z E v(x) - A u(x).

Mit Grenzen:
3" u(x) - Av(x) = [u(x) - v(x)]2T! Z E v(x (x).

wobei [A(x)]2 = h(b) — h(a).
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Bei der partiellen Summation sollte man die Funktion u(x) so wahlen, dass sie nach
dem Ableiten einfacher wird oder sogar komplett verschwindet.
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Beispiel
Wir bestimmen mithilfe der partiellen Summation das Ergebnis der Summe

n
Zx~2x.
x=1

Dazu haben wir zwei Moglichkeiten. Entweder:

1. Wir definieren u(x) := x und A v(x) := 2* und bestimmen zuerst eine mogliche
Stammfunktion von f(x) = x - 2¥ mithilfe der partiellen Summation:

ZX 22X = x -

Danach setzen wir die Grenzen ein und erhalten:

2x+1
2—-1

2

=yt =20 - = (x—2)-2%.

XHIX'T:F(n+1)—F(1)=(n—1)-2”+1—(—1)-21:(n_1).2n+1+2_
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Oder:

2. Wir definieren u(x) := x und A v(x) := 2% und bestimmen den Wert von
7—1 x - 2¢ direkt mithilfe der partiellen Summation mit Grenzen:

n n
ZX'2X: [X'2X];+1_Z2X+1'1
x=1 x=1

2x+1 n+1
2’_1]1
— ((n + 1)2n+1 _ 2) o (2n+2 . 22)
=(n—-1)-2"1 42

~ b2 |
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Quizfragen

Was sind die Ergebnisse folgender Summen?
LYok k2K,
2. S0, 9kak,
3.0 k(k —1)3k.

Benutze die partielle Summation.
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Antworten

LY koK = ko 2y — S E(E)((k+1) — k) = k2k — 2 2k+1 .1 = kok 25 2k =

K2k =2 25 = (k- 2)2¢

SR K2 = (0 1)~ 227 — (1 2)2) = (0 - )27+ 2

k k P

2. Y 0kak = 0k AL — S E(E)(9(k + 1) — 9k) = 3kak — Y A 9 =

3kak — 3450 — 3pak — 4kl = (3K — 4)4k

~ S0 Okak = ((3(n+ 1) —4)4"1) — ((3-1—4)41) = (3n — 1)4"1 + 4,
3. Zk( — 1)3k — k( — 1)i _ Z2k3k+1 — k(k_ 1)% _ Zk3k+1

Zk3k+1 k3k+1 _ Zl3k+2 _ kﬁ B ﬁ

7
k k+1 k+2

~ k- 13 =Kk 1% - o I = k= a) 5 9

~ Spg k(k—1)35 = (3((n+1)(n—3) + 2)3"*1)
2(n? —2n+ 3)3mt — 2.
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Vektor-Matrix-Multiplikation

Seien A € R™*™ eine Matrix mit m Zeilen und m Spalten und u,v € R™ zwei
Vektoren der Lange m. Es gilt:

m
Au=v <— Vne[m]:v,,:Za,,’k-uk

k=1
Beispiel
Beispielsweise gilt fiir m = 3:
ar1 d12 a13 u ai1uy + ai2u2 + a1 3u3
a1 a2 a3 |-|u| =|a1u1+ axour+ ax3us
a31 4a32 a33 us3 as Ui + azpuz + az3us
——
AcR3%3 ueR3 veR3
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Inverse Matrizen
Seien A, B € R™*™ zwei m x m-Matrizen. Fall A- B = I, gilt, nennt man B die
Inverse Matrix von A und schreibt:

Al=RB

Dabei ist I, € R™*™M die Einheitsmatrix:

1 0 - 0

01 0
/m: .

0 0 1

I, ist sowas wie das Einselement der m x m-Matrizen und A und B multiplikative
inverse Elemente voneinander
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Auch unendliche Matrizen kénnen Inverse Matrizen besitzen. Die unendliche
Einheitsmatrix wird durch das dargestellt (s. Folie 726).

Ob man die Indizierung der Komponenten eines Vektors oder einer Matrix mit 1
oder mit O beginnt, ist vollig irrelevant. Die Formel wird entsprechend angepasst.
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Bimomialinversion

Fiir beliebige Folgen u = (up, u1, u2,...) und v = (v, v1, v2,...), bzw. Vektoren
unendlicher Lange, gilt:

n n
VneNg:v,= Z <Z> ‘u << VneNg:u,= Z(—l)”_k (Z) - V.

k=0 k=0
Das heiBt:
A000~\-4 . [4000-
A400- 44009
4240~ = (4240
OIgE~ 4334
f D o @@ e \
Posealsches Basciil e
Drcicek cilschie s Drtaeell

wit ein poav Minug- 2eichen,y
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Stirling-Inversion

Fiir beliebige Folgen u = (ug, u1, 2, .

unendlicher Lange, gilt:

VHGN()ZV,,:ZS,,J('
k=0

Das heiBt:

Sheli " Drejeck
wealer Art

-------
.

..)und v = (vo, v1, va,.

Ve No:up= 3 (~1)" Ksns - .

e OO0
iso
ACo

Lo00

MO0 0O

H

]
g~

SH!“\.&

»>
1)

.

el

n

k=0

L
(A0

.
H

o i

Deeseck evsler At

wit e poov Minus - 2echeny

..), bzw. Vektoren
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Themenubersicht

Nicht klausurrelevant

Rekursionsgleichungen

1298 / 1411



Themenubersicht

Nicht klausurrelevant

Rekursionsgleichungen
Wichtige Begriffe
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Folgen
Eine Funktion f : Ny — C wird Folge genannt. Weil der Definitionsbereich von Folgen
abzahlbar ist, lassen sich Folgen als indizierte Listen darstellen. Man schreibt

(fa)n>0 = (fo, fi, f, f3,...)

mit f, = f(n) fir alle n € Np.
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Beispiele
Einige (mehr oder weniger) bekannte Folgen sind:

» Fibonacci-Folge
(0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...),

v

Merkwiirdige Zahlen

(70,836,4030, 5830, 7192, 7912, . . .),

v

Superperfekte Zahlen
(2,4, 16, 64,4096, 65536,262144, . . .),

Frohliche Zahlen

v

(1,7,10,13,19,23,28,31,32,44,...),
Glackliche Zahlen

v

(1,3,7,9,13,15,21,25,31,33,.. ).
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Die Folgen aus dem letzten Beispiel heien wirklich so.
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Geschlossene Ausdriicke
Oft lassen sich Folgen durch mathematische Ausdriicke vollstandig beschreiben. Einen
solchen Ausdruck nennen wir einen geschlossenen Ausdruck.
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Beispiele
» f, = n? ist ein geschlossener Ausdruck fiir die Folge
(fa)n>0 = (0,1,4,9,16,25,36,...).
» f, = 2" — 1 ist ein geschlossener Ausdrsuck fiir die Folge
(fa)n>0 =1(0,1,3,7,15,31,63,...).
» f, =(—1)"- nist ein geschlossener Ausdruck fiir die Folge

(fa)n>0 =(0,—-1,2—-3,4,-5,6,-7,8,...).
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Es gibt Folgen, die man zwar mit einem Algorithmus berechnen kann, aber fiir die
es keinen geschlossenen Ausdruck gibt. Tatsachlich gibt es auch Folgen, fiir die es
nicht mal einen Algorithmus gibt!

Im Abschnitt ,Wachstum von Funktionen” haben wir es ausschlieBlich mit solchen
Folgen zutun gehabt. Im Abschnitt ,,Beweismethoden* (Teil
Rekursionsgleichungen) haben wir die Korrektheit von gegebenen geschlossenen
Ausdriicken bewiesen. In diesem Abschnitt werden wir Methoden kennenlernen,
mit denen sich geschlossene Ausdriicke fiir bestimmte Arten von
Rekursionsgleichungen finden lassen.
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Quizfragen
Welche geschlossenen Ausdriicke besitzen folgende Folgen (an)n>0, (bn)n>0 und
(Cn)nZO?

1. Fir (an)n>o0 gilt o =0 und a, = a,—1 + 1 fur alle n > 1.

2. Fir (bn)n>o0 gilt bo =0 und b, = b,—1 +2n —1 fiir alle n > 1.

3. Fir (cn)n>0 gilt c0 =0, c1 = =2 und ¢, = —4 - (ch—1 + cp—2) fiir alle n > 1.
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Antworten

Wir berechnen die ersten Werte jeder Folge

[n]Jo 1 2 3 4 6
a0 1 2 3 4

b JO 1 4 9 16 25 36
cn [0 —2 8 —24 64 —160 384

und erhalten folgende Vermutungen:
1. ap,=n
2. by = n?
3. cp=n-(-2)"

Natiirlich ist das Ergebnis von ¢, absolut trivial! ;-)
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Lineare Rekursionsgleichungen
Wir betrachten in DS nur lineare Rekursionsgleichungen. Diese haben die Form:

ford + qifnrd—1 + Q2fprd—2+ ...+ qdfn = sp (Vn >0),
wobei g4 # 0 und s, selbst eine Folge ist, z.B. s, =5, s, = 2", etc.
Falls s, = 0, dann ist die Rekursionsgleichung homogen. Ansonsten ist sie inhomogen.
Man nennt d den Grad, g1, g2, ..., qq die Koeffizienten und s, das Storglied.

Werden die Anfangsbedingungen fy, f1, ..., fy_1 explizit angegeben, so stellt die
Rekursionsgleichung eine eindeutige Folge (f,),>0 dar.
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Beispiele
Folgende Rekursionsgleichungen sind linear und homogen:

» Die Fibonacci-Folge kann geschrieben werden als:
for2 = foy1 — fn =0 (Vn>0)

mit fp = 1 und f;1 = 1.

> Die Folge (cp)n>0 aus Folie 1306 kann definiert werden als:
Cni2 +4cni1 +4cn =0 (Vn>0)

mit cg =0 und ¢; = —2.
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Mehr Beispiele

Folgende Rekursionsgleichungen sind linear, aber nicht homogen:

» Die Folge (an)n>0 aus Folie 1306 kann definiert werden als:
ant1—an=1 (vn>0)

mit ag = 0.

» Die Folge (bn)n>0 aus Folie 1306 kann definiert werden als:
bpi1—bp=2n+1 (Yn>0)

mit by = 0.
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Noch mehr Beispiele

Folgende Rekursionsgleichungen sind nicht linear und somit kein Teil von DS:

» Fir die Fakultat f, = n! gilt:
for1=n-f, (Yn>0)

mit fop = 1.
» Fir die Folge (gn)n>0 = (2,2,4,8,32,256,...) gilt:

foy2 =foy1- 1o (Vn > 0)

mit fp =2 und f; = 2.
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Einige inhomogene Rekursionsgleichungen lassen sich ,,homogenisieren®, d.h. in eine
homogene Rekursionsgleichung tiberbringen. Leider funktioniert das nicht bei allen.
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Themenubersicht

Nicht klausurrelevant

Rekursionsgleichungen

Charakteristisches Polynom
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Charakteristisches Polynom

Zu einer gegebenen linearen homogenen Rekursionsgleichung
ford + qifpra—1 + qQ2fopg—2+ ...+ qefa =0 (Vn>0)

ist das charakteristische Polynom g (z) definiert als:

2

qR(Z) =29 1z @zt qa
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Beispiel

Die Rekursionsgleichung
fota + 5fn43 — 3y + 2fpp1 — =0 (Yn>0)
besitzt das charakteristische Polynom

qf(z) =2 +528 - 3.2+ 2z - 1.
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Allgemeine Losung
Zu einem gegebenen (faktorisierten) charakteristischen Polynom einer
Rekursionsgleichung f mit Nullstellen a1, g, ..., ak und Vielfachheiten di, do, ..., dx

() =29+ qz? + @z? 2+ ..+ qq

= (Z — al)dl(z — az)d2 . (Z — Ozk)dk

ist die allgemeine Losung f, der Rekursionsgleichung f
fo = pi(n)al + pa(n)ad + ... + p(n)a]

wobei die p;(n) Polynome tber n sind mit Konstanten ¢, c1,...,cq—1 und Grad
grad(p;) < dj —
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Beispiel
Die zum charakteristischen Polynom

qR(z) = 2" — 92° 4 272° — 192* — 482% 4+ 727° + 162 — 48
=(z+1)*(z2-2)*z-3)

gehorende allgemeine Losung ist

fn = (CO + cln)(—l)" + (C2 + c3n + C4n2 + C5n3) 2" 4+ ¢ 3".
— ~~

p1(n) p2(n) p3(n)

Es gilt:
» grad(p))=d1—1=2-1=1
» grad(p) =db—1=4-1=3
» grad(p3) =ds—1=1-1=0
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Man kann ein Polynom mit Unbekannter z faktorisieren, indem man eine Nullstelle «;
errat und dann das Polynom durch (z — «;) teilt. Somit wird der Grad des Polynoms
um 1 verringert. Das wiederholt man bis das Polynom Grad 2 hat. Dann kann man die
fehlenden zwei Nullstellen beispielsweise mit der Mitternachtsformel bestimmen.
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Nicht vergessen

Ein Polynom von Grad d (iber einem Korper K hat immer hochstens d Nullstellen in
K. Falls K = C, dann sind es immer genau d.
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Methode 1
Frage: Wie 16st man lineare homogene Rekursionsgleichungen?
Methode: Gegeben sei die Rekursionsgleichung:

fotrd + Qiford—1 + Q2fard—2+ ...+ qafn =0 (vn>0)

mit Anfangsbedingungen fy, f1,..., fa—1.
1. Charakteristisches Polynom aufstellen und liber C faktorisieren:

@) =2+ qz" P+ 4 qa

(z—a))™ (z—)® ... (z—ax).

2. Allgemeine Losung aufstellen:

fo = pi(n)a] + p2(n)az + ... + pr(n)ai

mit p;(n) Polynome iiber n mit Konstanten o, c1, ..., cs—1 und grad(p;) = di — 1.
3. Allgemeine Lésung f, fir n =0,...,d — 1 mit der jeweiligen Anfangsbedingung gleichsetzen und
Gleichungssystem nach ¢, ..., cq—1 |6sen.

4. Die allgemeine Lésung mit eingesetzten ¢; nennt man spezielle Lésung.
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Beispiel

Aufgabe: Lose die lineare homogene Rekursionsgleichung
forz — dfpp2 + 511 — 26, =0 (Vn>0)

mit Anfangsbedingungen fy =2, i =4 und , = 7.
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LGsung:

1. Das charakteristisches Polynom ist:
qf(2) =2 -4 +52—-2=(z—-2)(z—1)°.
2. Die allgemeine Lésung ist:
fo=c2"+ (1 + ©@n)1l" = 02" + a1 + cn.

3. Einsetzen von 0, 1 und 2 in f, und Gleichsetzen mit den Anfangsbedingungen liefert:

o = o + « =
i = 20 + a + o =
h = 40 + a + 26 =

mit eindeutiger Losung co = 1,aa =1, = 1.

4. Die spezielle Losung ist dann:
fr=2"4+1+n.
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Quizfragen

Welche Losung besitzen folgende homogene Rekursionsgleichungen?
1. fo=2und foy1 — 2f, =0 fir alle n > 0,
fo=1und f, 1 +5f, =0 fir alle n > 0,
fo=4, 1 =0und f,yo — 4f,11 + 4f, = 0 fir alle n > 0,
fo=3, i =0und f42 + foy1 — 2f, =0 fiir alle n > 0,
fo=2 =4, fb=7und f,43 — 4f o+ 5f 1 — 2f, =0 fir alle n > 0,
fo=3, =6, b =—4und fo3+ 2fp40 — 4f1 — 8f, = 0 fiir alle n > 0,

fo=1 =0 =3 fs=4und forg —4fpy3+ 6fnio — 4fny1 + f, = 0 fir alle
n>0.

Benutze die Methode aus Folie 1320.

N o oA W
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Antworten (kompakt)

1. gfRh=z-2
~ =g 2" =220 =21
2. gfR=z+5

~hy= o (5) = (-5)"
3.¢fR =22 —4z+4=(z2-2)?

~ fo=(co+ con)-2" = (4 —4n)-2" = (1 —n) - 22
4. gR=224+z2-2=(z2—-1)-(z+2)

=1t (-2)7 =24 (~2)"
5. gfR=22—-4224+52-2=(z-1)2-(z—2)

~ fp=(co+cn)-1"+c-2"=1+n+2",
6. qR:zg’—k2z2—42—8:(z—2)'(z—i—2)2

~ = - 2"+(c1+can) (—2)" = 22"+ (1—2n)-(—2)" = 2" 4 (1-2n)-(-2)",
7.qR(2)=2* -4 +62°2 —4z+1=(z—-1)*

~ = (co+cin+ con® +3n3) - 1" =1 —5n+5n% — n3.
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Knifflige Quizfrage

Gegeben seien die durch die Rekursionsgleichungen
for1—3fh =gn (Vn > 0) und 8nt+1 — 28n = 21, (Vn > 0)
mit Anfangsbedingungen fy = 1 und go = 2 beschrieben Folgen (f;)n>0 und (gn)n>o0-

Welchen geschlossenen Ausdruck besitzt f,?
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Antwort

Einsetzen von g, = fo11 — 3f, in gny1 — 28, = 21, liefert:
(fn+2 — 3fn+1) — 2(fn+1 — 3fn) == 2fn (Vn > 0) .
Durch Umformen erhalt man die Rekursionsgleichung

fag2 — 5fap1 + 4fn =0 (¥n>0)

mit Anfangsbedingungen fp =1 und f; = gop +3fhp =2+ 3-1 = 5. Es folgt:

Rz2)=22—5z+4=(z—1)(z—4)
~> n:C0-1"+C1.4":—%.]_”_|_%.4":%(4’7-"—1_1)
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Themenubersicht

Nicht klausurrelevant

Rekursionsgleichungen

Homogenisieren
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Methode 2
Frage: Wie homogenisiert man eine lineare inhomogene Rekursionsgleichung?
Methode: Gegeben sei die Rekursionsgleichung:

ford + qiford—1 + q2ford—2+ ... + qafa = sn (Yn>0) (2

mit Anfangsbedingungen fy, fi,. .., fa—1.

1. s, als lineare homogene Rekursionsgleichung mit Grad e darstellen:
Sn+e + rNSnte—1 + NSpte—2 + ...t reSn = 0 (vn Z 0) (3)

(Methode 1 riickwarts!)

2. Die Gleichung (1) fiir sn, Spt1, - - -, Snte in (2) einsetzen und eine lineare homogene
Rekursionsgleichung mit Grad d + e fiir f bekommen:

fotdte + tifprdie—1 + tofprdie—2 + ... + tarefn =0 (vn>0)

3. Die fehlenden e Anfangsbedingungen fy, fa41, ..., fare—1 mit Gleichung (1) berechnen.
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Beispiel

Aufgabe: Homogenisiere die Rekursionsgleichung
for1 4+ fo=n-3" (Vn>0) (1)

mit Anfangsbedingung fy = 1.
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Losung:

1. Das Stérglied s, = n- 3" hat die Form s, = p1(n) - 3" mit grad(p:) = 1. Daraus folgt:
a1 = 3,di = grad(p1) + 1 = 2. Das charakteristische Polynom von s, lautet also:

" (z2)=(z-3)°=2"-62+9
und somit ist die gesuchte Rekursionsgleichung:

Sn+2 — 6Sp41 + 95, =0 (Vn>0) (2)

2. Durch Einsetzen von s, = foi1 + f aus (1) in (2) bekommt man:

(fog3 + fag2) — 6(far2 + fog1) + 9(fo1 + 1) =0 (vn>0)
——— ——— ——
Sn+2 Sn+1 Sn

und durch Umformen:
fars — b5faro + 3foi1 +9f, =0 (Vn>0)

3. Einsetzen von n =0 und n=1in (1) liefert 4 = —1 und , = 4.

1330/ 1411



Quizfragen

Wie kann man folgende inhomogene Rekursionsgleichungen homogenisieren?

1.

AN

7.

fo=0und f,4+1 + 2f, = 2" fir alle n > 0,

fo=1und f,+1 — 3f, = 3" fir alle n > 0,

fo=2und f,41 + f, =5" fir alle n > 0,

fo=1und f,41 — 4f, =5 fiir alle n > 0,

fo=1und f, 1+ f, = n-3" fiir alle n > 0,

fo=1 A =2und for2 — 2fpt1 + f, = 3" + (—2)" fir alle n > 0,
fo=1und foi 1+ f, = n-3"+ 2" fiir alle n > 0.

Benutze die Methode aus Folie 1328.
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Antworten (kompakt)

1. =0, A=1und f,yo —4f, = 0 fiir alle n > 0,

2. fo=1, =4 und foyp — 6fh11 + 9f, =0 fir alle n > 0,

3. fo=2, f=-1und fh4p — 4f41 — 5f, =0 fiir alle n > 0,

4. fo=1, A =9 und foyp — 5f11 + 4f, =0 fir alle n > 0,

5. =1 H=-1 6 =4und f,43 —5fp2 + 3f,11 + 9f, = 0 fir alle n > 0,

6. o=1,A=2 f =5 f3s=9und friqg — 313 —3f 10+ 11f,11 — 61, = 0 fiir alle
n>0,

7. fo=1 =0, Hh=5 =17 und f4q — Tfoy3 + 13fp1o + 3f11 — 18f, = O fiir
alle n > 0.

1332 /1411



Themenubersicht

Nicht klausurrelevant

Rekursionsgleichungen

Erzeugende Funktionen
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Partialbruchzerlegung
Das Ziel der Partialbruchzerlegung ist es Polynome a;(x), ..., an(x) zu finden, so dass
fur gegebene Polynome p(x) und g(x) mit grad(p) < grad(q) gilt:

pO) @) )
q(x)  (x—a))® T (x—ap)h
Dabei sind oy, ..., a, Nullstellen von g(x), di,. .., d, die jeweiligen Vielfachheiten und
es gilt
grad (a;(x)) < grad ((x — o))
furallei=1,...,n.
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Beispiel

p(x) = 2x2 + 2x + 3 und g(x) = x3 +2x2 — x — 2.

Es folgt:

Polymovne vou Grad < 4

/ (also  2ahlewm)

Y
1x‘+2x+3 A . 5/+ (-_
X34 2xtx = 2 x+1 X+ 2

\/'/

Nullsleller vou 1(:() Smo{
d,‘:-" ld2=°2 ‘d3=4

2x% 4+ 2x + 3 B _3 . %
3422 —x-2 x+1 x+2 x
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Schoén. Und wie kommt man drauf?
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Durch Koeffizientenvergleich:

A+ +3 _ Alestlx—) + B(xta)(x-1) + ¢[x+4)x42)

Sddxtaer _petixexe)

A(xx-2) + B(x%4) + C(x%3x+2)

& It 2x+3

& Ixelx+3 (A+8B+c) xt+ (A +3£)x+(-—2A-B+2c)

~3 A +B+C =2 GM{S‘EI;m;uﬂ-FM “(Jh’"’"
A +3C =2 =42 =3¢ ¢ 2
24 -B+2¢ =3 Arz,B'g',C"
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Trick: Nullstellen einsetzen

i+ +3 " A(xs2)(x4) + B(x+4)(x-4) + C[x+4)x+2)

234 2 =y — e}t tat)
|

A2 +3 = Al492fA-) + B(wa)[4-1) + € [444) -1+2)

=0 . =0
& 3:zAl)
= A:—%‘
=z
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X=-2
2(2)%+2(2)+ 3 = Al2+2)-2-1) +B(2+4)[-2-4) +C(-2+4)(-2 +z)

& 3 =83
=2 =
3

24%4 2443 = A{a+2)(4-4) + B[4 +4)(4-1) +C [A44)(442)

=0 =0
&> }=¢-6
é-—')C%
#
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Der Trick funktioniert nur fiir die Polynome a;1(x), ..., a,(x) bei denen das Polynom
im entsprechenden Nenner Grad 1 hat.
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Beispiel
Gegeben seien die Polynome p(x) = 3x? — 9x + 7 und q(x) = x> — 4x? + 5x — 2.
Faktorisierung von g(x) liefert g(x) = (x — 1)?(x — 2), d.h.:

3x2-9x+7  a(x) n b(x)
x3—4x245x -2  (x—1)2  x-2
Ansatz:
a(x) = Ax+ B , da grad ((x — 1)) =2
b(x)=C ,da grad (x —2) =1

Man konnte mit Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem mit 3
Gleichungen und 3 Variablen I6sen oder zuerst C durch einsetzen der Nullstelle xp = 2
bestimmen und dann mit Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem mit nur
2 Gleichungen und 2 Variablen lésen.
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Quizfragen

x) und b(x) gilt ;;:5 :M_i_M?

[

Fir welche Polynome a

(x) ) > blx)
2. Fir welche Polynome a(x) und b(x) gilt Xﬁ% = a(X) + X(+2)
3. Fir welche Polynome a(x) und b(x) gilt Jﬁ% — a(X) + Xgrg
4. Fir welche Polynome a(x) und b(x) gilt x23—X3_X5+2 — )a(( % i )lz(x2)7
5. Fir welche Polynome a(x) und b(x) gilt X?igrxlﬂ - >a<(+% + >[Z(+X2)?
6. Fiir welche Polynome a(x) und b(x) gilt >§2:42;2113 — XE’Z(J’;)1 4 ;(j;)3
7. Fir welche Polynome a(x) und b(x) gilt 3X1}i’§i§i§*1 = ;2(3;)1 + X2(+)2
8. Fiir welche Polynome a(x) und b(x) gilt ijﬁtgfgS _ Xa2(j_)3 I 52(3;)2?
9. Fir welche Polynome a(x), b(x) und c(x) gilt #&4 _ x(X% i )13{:2) i %?
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Quizfragen

1. a(x) =3 und b(x) = —2.

2. a(x) =2 und b(x) = —1.

3. a(x) =5 und b(x) = 2.

4. a(x) =2und b(x) = 1.

5. a(x) =4 und b(x) = 4.

6. a(x) = —x+1und b(x) = x — 2.
7. a(x) =2x+ 1 und b(x )—x—3

8. a(x)=—-2und b(x) =x+3

9. a(x) =1, b(x) = =3 und ¢(x) =2
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Erzeugende Funktionen *
Zu einer Folge (fy)n>0 = (fo, i, f2, .. .) ist die erzeugende Funktion F(z) definiert als:

F(z):= Z fn-2".
n=0

Man benutzt fiir die erzeugende Funktion denselben Buchstaben wie fiir die Folge,
aber in GroBschrift, z.B.:

A(z)::z:a,,-z"7 B(z)::Zb,,-z", C(z)::ch-z”,
n=0 n=0 n=0

“damals Definition 219 im Skript vom Wintersemester 2012/13 (Prof. Mayr)
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Nochmal schon. Aber wozu erzeugende Funktionen?

Kommt gleich!
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Erzeugende Funktionen fiir lineare homogene Rekursionsgleichungen

Zu einer gegebenen linearen homogenen Rekursionsgleichung
fotd + qifard—1 + Qefayd—2+ ... + qafn =0

mit Anfangsbedingungen fy, f1, ..., fy_1 ist die erzeugende Funktion:

d-1

e+tezter+. . . t+eaz
F(z) = > 3 d
L+ qiz+ @22+ q32° + ... + qoz
mit
e =fi+qific1+ qfico + ...+ gify
firallei=0,...,d — 1.
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Beispiel
Zur Rekursionsgleichung

fota +5fn3 — 3f0 + 2fp1 — £, =0
mit fo = 1,1 =3, = 5,3 =7 ist die erzeugende Funktion:

gt eztez?+er’

14 q1z 4 2% + @328 + quz*

o+ (A+qf)z+ (h+ qh + @h)z? + (+ qf + gf + g3fo) 2

a 1+ q1z + qoz2 + g3z + qaz*
1+B+5-D)z+(5+5-3+(-3)-1)22+(7+5-5+(-3)-3+2-1)

F(z)

#3

14+5z+(—3)z2+223+(—1)z*
1+8z+ 1722 + 2523
1+52z—3224+2z3_ 274
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Diese Formel erlaubt uns eine dquivalente Darstellung fiir die erzeugende Funktion
F(z) =Y 520 fn - 2" zu finden. Bevor wir die allgemeine Methode kennenlernen, kommt
als nachstes ein kleines Beispiel, damit ihr euch davon (iberzeugen kénnt, dass beide
Darstellungen aquivalent sind.
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Beispiel

Betrachten wir die homogene Rekursionsgleichung

foi1 —Ff,=0 (Vn > 0)

mit Anfangsbedingung fy = 1. Diese Rekursionsgleichung hat Lésung f, = 1 und somit die

erzeugende Funktion
o0 o0
SRS
n=0 n=0

Die aquivalente Darstellung ware:

€0 1

F(z) = = .
(2) l1+qz 1-2z

Tatsachlich gilt 307 z" = {1, denn:

(1—2)-iz"ziz Zz"+1 1—|—z+z +234.
n=0 n=0

)=

(z—|—22—|—z3—|—..

)=1
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Die ultimative Rechenregel fiir erzeugende Funktionen *
Fiir beliebige d € N, a € Cund i € Ny mit 0 < j < d gilt:

z — (d+n—i-1 n—i_n
(1—az)d_;0< d—1 )a i

Mit dieser Regel kann man so ziemlich alle fiir uns relevanten erzeugenden Funktionen
von Summen in Briiche und von Briichen in Summen umwandeln.

“Satz 222 im Skript vom Wintersemester 2012/13 (Prof. Mayr)
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Beispiel

3 2z+5 1 z 1
1—3z+(1—2z)2_3'1—3z+2.(1—2z)2+5‘(1—2z)2
=3. Z3”z"—|—2 Zn 2" 17" 45 Z(n—l L2"2"
=3 (3-3"+2:n-2"1 45 (n—-1)-2") 2"
n=0
Z (3n+1 5) . 2n) Pl
n=0
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Methode 3

Frage: Wie l6st man lineare homogene Rekursionsgleichungen mit erzeugenden Funktionen?
Methode: Gegeben sei die Rekursionsgleichung

ford + qiforda—1+ @forg2+ ...+ qefa =0 (Vn>0)

mit Anfangsbedingungen fy, fi, ..., fa_1.
1. Erzeugende Funktion F(z) aufstellen:

et ez+ez?+..  +eg 1297t

F(z) =
(2) 1+ qz+ qz?+ qz28+ ... + qq2z¢

mit ¢ = £+ qifi-1 + qufio+ ...+ qgifo furalle i =0,...,d — 1.

2. Seien au, ..., die Nullstellen des charakteristischen Polynoms und di, ..., dk ihre
Vielfachheiten. Mit Partialbruchzerlegung (iiber C) Polynome g1, ..., gk mit grad(g;) < d; finden,
so dass gilt:

F(z) = &) ez . &)
(1—aiz)® (1 — apz)® (1 — akz)
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3. Die einzelnen Briichen, analog zum Beispiel auf Folie 1351, in Summen umwandeln und f,
rauslesen:

F(2) = Y _(p(n)ad + pa(n)oz + ..+ pu(n)af)z".
n=0 £,
Hierbei sind p1(n), ..., px(n) wieder Polynome mit Unbekannter n.
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Beispiel
Aufgabe: Lose die lineare homogene Rekursionsgleichung
fn+2 - 5fn+1 + 6fn =0 (Vn Z 0)
mit Anfangsbedingungen f, =1 und f; = 4.
Losung:

1. Die erzeugende Funktion ist:
1-z

F =
(2) 1-5z+622
2. Partialbruchzerlegung liefert:

3. Mit Satz 222 bekommt man:
F(z)=(-1)-) 2'2"+2:2:) 372" =) (-2"+2:3")7"
n=0 k=0 n=0

Daraus folgt:
fp=-2"42.3"
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Quizfragen

Welche Losung besitzen folgende homogene Rekursionsgleichungen?

1.
2,
3.
4,
5.

fo=3und f, 1 — f, =0 fir alle n > 0,

fo=1und f,p1 —2f, =0 fir alle n > 0,

fo=—2und f,11 +3f, =0 fir alle n > 0,

fo=0, i =1und f42 — 3f41 + 2f, =0 fiir alle n > 0,
fo=1 fi=4und f,42 — 541 + 6f, =0 fiir alle n > 0.

Benutze die Methode aus Folie 1352.
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Antworten (kompakt)

L F(z) = £ = Y32

~ f, = 3.
2. F(2) = 1255 = Xn2o(22)" = Y02 22"
~ f, = 2"
3. F(z) = 155 = X0 —2- (=3)"2"
~ fp=—=2-(=3)".
- F(Zf) B 1713zz+222,,2 - 1%12 + 1—122 = nto(=1+2")z2"
~ fp=— =+ .
5 F(z) = 1—51z_4f6z2 =15+ 155 = Laeo(—2"+2-37)z2"

~ fp==2"42.3"
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Methode 4

Frage: Wie I6st man lineare inhomogene Rekursionsgleichungen mit erzeugenden Funktionen?
Methode: Gegeben sei die Rekursionsgleichung

ford + qifnrd—1 + Qaford—2 + ... 4+ qafa = sn (Vn>0)
mit Anfangsbedingungen fo, fi,..., fu—1
1. lineare homogene Rekursionsgleichung definieren mit:
hnta + qrhnid—1 4+ @hnyd—2+ ...+ qsha =0 (Vn>0)
und Anfangsbedingungen hy = fo, h1 = f,..., hg—1 = fy—1 und h, mit Methode 1 oder Methode
3 losen.
2. Folge p, mit folgender erzeugenden Funktion P(z) definieren:

d e} n
SIS Y
1+ qz+ qz?+ ...+ qaz9

3. Die Summe Z:ZO s,z" mit Satz 222 in ein Bruch umwandeln und analog zur Methode 3 p, mit
P(z) losen.
4. f, = h, + p, setzen.
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Beispiel

Aufgabe: Lose die lineare inhomogene Rekursionsgleichung
forr + = 3" (Vn > 0)

mit Anfangsbedingung fy = 1.
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Losung:

1. Man definiert
hpt1+ hy =0 (Vn>0)
mit Anfangsbedingung ho = f; = 1 und bekommt als Lésung: h, = (—1)".
2. Die Erzeugende Funktion P(z) von p ist:
z- Eoo 372"
P — n=0
(D)=—7",—

3. Mit Satz 222, Partialbruchzerlegung und nochmal Satz 222 bekommt man:

1 1 1
5222 2" 135 z PBZ 2 —32
P(z) °Z = B
(2) 1tz (@-32)(1+z) 1-32 14z
soonml . o= 1 pn N (Lo PR
N LY (D)2 :Z(Z(3 (1) ))z
n=0 n=0 n=0

4. Daraus folgt: fo = hn 4+ pn = (—1)" + :(3" — (=1)") = 3 (3(-1)" + 3").
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Uberblick
Wir haben insgesamt 4 Methoden kennengelernt:

1. Mit Methode 1 lassen sich lineare homogene Rekursionsgleichungen 16sen.

2. Mit Methode 2 kann man lineare inhomogene Rekursionsgleichungen in lineare
homogene Rekursionsgleichungen tberbringen.

3. Mit Methode 3 lassen sich auch lineare homogene Rekursionsgleichungen |6sen.
Sie ist aber nicht ganz so einfach wie die erste!

4. Mit Methode 4 lassen sich lineare inhomogene Rekursionsgleichungen losen. Sie
ist sehr schwierig, sogar schwieriger als die ersten zwei Methoden zusammen!
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Knifflige Quizfrage

Gegeben sei folgende nichtlineare Rekursionsgleichung:

fn+2 . fn—f—l
il g Vn >0
(7 =0

mit Anfangsbedingungen fy =8 und i = 1.
Welchen geschlossenen Ausdruck besitzt f,?

Hinweis: Betrachte zunachste die Folge (hp)n>0 mit h, 1= logy(fy).
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Antwort

Wir rechnen:

fn+2 . fn+1 fn+2 . fn+1
Dt G s B0
<~ logy(fi2 - far1) — |°g2((fn)2) =0
— logy(fa+2) + loga(fnr1) — 2logy(fs) =0

Daraus folgt die Rekursionsgleichung
hn+2 + hn+1 — 2/7,, =0 (Vn > 0)

mit Anfangsbedingungen hy = log,(8) = 3 und h; = log,(1) = 0.
Far h, gilt:
qR(z) =22+ z-2=(z—1)(z+2)
o hp=cp 1Moy (—2)" =217+ 1. (=2)" =2+ (—2)"
Daraus folgt f,, = 2/ = 22+(=2)",
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Themenubersicht

Nicht klausurrelevant

Graphenalgorithmen
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Themenubersicht

Nicht klausurrelevant

Graphenalgorithmen
Dijkstra-Algorithmus
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Rezept
Frage: Gegeben sind ein Graph G = (V, E) mit Kantengewichten w : E — RJ und
einen Startknoten s € V. Wie findet man den kiirzesten Weg von s zu allen anderen
Knoten?
Methode Algorithmus von Dijkstra:

1. Setze dist[s] := 0 und dist[v] = oo fiir alle restlichen Knoten v;

2. Bis alle Knoten markiert sind wiederhole:

3. Bestimme unmarkierten Knoten u mit kleinstem Wert d(u) und markiere es;
4. Fir jeden unmarkierten Nachbarn v von u mach:

5. falls dist[u] + w({u, v}) < dist[v]

6. Setze dist[v] := dist[u] + w({u, v}) und pred[v] = u;

Am Ende geben dist[v] die kiirzeste Distanz zu einem Knoten v und pred[v] den
Vorganger von v im kiirzesten Weg an.
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Der Algorithmus von Dijkstra hat eine Laufzeit von O(|V/|?).
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Beispiel

Distand en
o ’;L/’é"‘£L~ e‘z
4y
o \‘\d :/ :
4 2 8
/"xb{_f_\sg =~ s
s *
by S
Protokoll:
b c d e f g
a (3,a) (1,a) (6,a) - — —
¢ (3,a) (5,¢) (7,¢) - -
b: (4,b) (7,¢) (8,b) —
d: (6,d) (7.d) -
e: (7, d) (9, e)
f: (8,f)

Die kiirzeste Distanz von a nach z.B. g ist 8 und der Wegista—-b—d —f — g.
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Themenubersicht

Nicht klausurrelevant

Graphenalgorithmen

Kruskal-Algorithmus
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Rezept

Frage: Gegeben sind ein Graph G = (V, E) mit Kantengewichten w : E — R. Wie
findet man einen Spannbaum mit minimaler Kantengewichtssumme?

Methode Algorithmus von Kruskal:

1. Sortiere alle Kanten nach Gewicht;
2. Gehe die Kanten in aufsteigender Reihenfolge durch und fiir jede Kante mach:
3. falls sie keinen Kreis bildet:

4, fiige sie in den Spannbaum hinzu;
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Der Algorithmus von Kruskal hat eine Laufzeit von O(|E| - log|V/])

Geht man die Kanten in absteigender Reihenfolge durch, so bekommt man einen
Spannbaum mit maximaler Kantengewichtssumme.
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Beispiel

/\/\
\/\/

\/
i

Alle minimale Spannbaume haben die Kantensumme 1 +2+3+ 546+ 8 = 25.

Protokoll:

Gewicht

Kante

1

o O 1 W iN

{b,g}
{e. f}
{d, g}
e, f}
{c,g}
{a, 8}
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Themenubersicht

Nicht klausurrelevant

Fouriertransformation
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Themenubersicht

Nicht klausurrelevant

Fouriertransformation
Komplexe Zahlen
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Komplexe Zahlen

Die Menge der komplexen Zahlen C ist eine Erweiterung der reellen Zahlen R. Jede
komplexe Zahl z € C lasst sich auf zwei Arten darstellen.

1) Algebraische Form: z=a+ bi (a,b € R)
2) Polarform: z=re¥" (peR,r>0)
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Die i besitzt die Eigenschaft i? = —1.

a = Re(z) wird , b=1m(2) , =z und @ von z
genannt. Es gilt R = {z € C|Im(z) = 0}.

Der Winkel ¢ wird in BogenmaB (Radiant) und nicht in GradmaB (Grad) gemessen!

Jede komplexe Zahl z € C mit algebraischer Form z = a + bi und Polarform z = re¥’

kann durch einen Punkt (a, b) auf der dargestellt werden:
iR
2
r .
b
¢ S
R
—_—
o
Zusammen mit der e = cos x + isin x folgen die Gleichungen

a=rcosp, b=rsinp, r=+a%+ b2
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Quizfragen

1. Was ist die algebraische Form folgender komplexen Zahlen?
2e™, ei™| \/2ei™ 3es™ 2e 3™

2. Was ist die Polarform folgender komplexen Zahlen?

. . . . 2
1—+/3i, 2+2i, —5, 3i, 2i — %

3. Was ist die algebraische Form von e™*1?

Hinweis:

Benutze die Formeln aus Folie 1376 zusammen

T I T T 2 3 5 7 5 T 3 5 7 1T
. 1 1 3 3 1 1 1 1 3 3 1 1
sinx || 0 T L S : 0 2T 1 -7 -5 ;? 0
3 1 1 1 1 3 3 1 1 1 1 3
cosx || 1 5 5 3 0 -3 - -5 -1 -5 -— -3 0 3 w2 1
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Antworten

1.
-2, L4+ i -1+, W33 13
2.
Smi Lo i lei 4 3ni
2e37 2\/2ei™ 5™ 3ex™ N
3.

etl—ec. e =e.(-1) = —e
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Elementare Operationen in algebraischer Form
Seien z1,zp € C komplexe Zahlen mit z; = a1 + byi und z» = a» + bpi. Dann gilt:

z1+2z0 = (a1+ a2)+ (b1 + by)i
zZ1— 2 = (31 — 32) + (bl — b2)i
z1-z2 = (a1a— bibp) + (a1b2 + axby)i

Die Formel fiir 2 dirft ihr gleich selber herleiten ;-)
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Quizfrage

Gegeben seien zwei komplexe Zahlen z;,z, € C mit z3 = a1 + b1/, zo = a» + byi und
zy # 0. Was ist die algebraische Form von

Z1
Z3 = —
22

in Abhangigkeit von a1, ap, by und by?
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Antwort

Sei z3 = a3 + bsi. Es muss gelten z; = z - z3, d.h.:

a1+ b1i = (32 + b2i) . (33 + b3i) = (3233 — b2b3) + (32b3 + a3b2)

=a =b;

Aus dem Gleichungssystem

doas — b2b3 = a
axbs + azby = by

folgen die eindeutigen Werte a3 = %’;ﬁw und bz = %. Das ergibt:
a;+b; a;+b;

aiax + biby  biar —aiby .
a3 + b3 a3 + b3

z3 —
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Multiplikation in Polarform
Seien z1, zo € C komplexe Zahlen mit z; = r; - €' und 2o = r» - €#?'. Dann gilt:

z1-2p = (”1 . r2)e(§01+<92)"

Die Polarform macht nur beim Multiplizieren, Potenzieren, Dividieren oder Radizieren
(Wurzelziehen) von komplexen Zahlen Sinn. Fir Addition und Subtraktion sollte man
die algebraische Form benutzen.
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Graphische Bedeutung

b, b,

_91 'fz
O
24
Y R
Cattfy
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Beispiel
Die komplexe Zahl z € C mit z = % + \%i — el =% hat Lange 1. Die Zahlen

z,2°%,23,7*% ... sind alle auf dem sogenannten komplexen Einheitskreis:

4.4
iR ’ SRR
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Einheitswurzeln in C
Sei n € N. Eine komplexe Zahl w € C heiBt n-te Einheitswurzel, falls fiir sie gilt:

w'=1.
Eine Einheitswurzel w heiBt primitiv, falls fir alle m € [n — 1] gilt:

w™ £ 1.

1 ist die einzige 1-te Einheitswurzel. Wegen [0] = () ist sie auch primitiv.

Fir jedes n € N gibt es genau n n-te Einheitswurzeln:

m; 2mjp 2r 2 (e
Len  eni2 eni3 . ewi(n—1)
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Quizfragen

oy

SeizeCmitz:\/%Jr%'

1. Welche der Zahlen 1, z,22,...,z" sind 8-te Einheitswurzeln?

2. Welche davon sind primitiv?
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Antwort

1. Alle acht.

3

2.z 23, z°und Z'.
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Themenubersicht

Nicht klausurrelevant

Fouriertransformation

Diskrete Fouriertransformation
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Fouriertransformation

Gegeben seien 3 = (ag, a1, ...,an—1) € C" mit Lange n und eine n-te primitive
Einheitswurzel w € C. Die Fouriertransformation F, (&) von & ist ebenfalls ein Vektor
aus C" und ist definiert als:

f-',,’w(é') = (Pg(l) , Pg(w) , Ps(w2> . Pg(wn_l)) .

Dabei ist Pz(x) := ag + a1x + axx? + ...+ a,_1x"~! das durch den Vektor 3 kodierte
Polynom.
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27 -
Fiir jedes n € N ist e n ' eine primitive n-te Einheitswurzel.

Die Fouriertransformation ist nichts anderes als eine bijektive Funktion
Fnw : C" = C" zwischen der Menge aller komplexen n-Tupel und sich selbst.

D|e Umkehrfunktion ]—" o von Fp ., ist

Hierbei hat L dieselbe Polarform wie w, aber mit negativem Winkel. Der Faktor =
wird aufJede Komponente des Tupels F, 1(&) dazumultipliziert.
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Beispiele

Weil e fiir jedes n € N eine primitive n-te Einheitswurzel ist, werden wir fiir die Berechnung

- . 2m .
von F, () meistens w = e ' wahlen.

» Firn=1,w=¢>"=1und 3= (1) gilt
Pg(X)Zl

und

F1a((1)) = (Ps(1)) = (1).
» Firn=2 w=¢€"=—1und 3= (1,2) gilt
Ps(x) =1+ 2x

und

F2,-1((1,2)) = (Ps(1) , Pa(—1)) = (3, -1).
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» Firn=3 w=e7 = — +§iund 3=(1,2,3) gilt

N

Psi(x) = 1+ 2x + 3x2

und

> FUF n:4, w = eZT"’. = I und 52 (1727374) gllt
Ps(x) = 1+ 2x + 352 + 4x°
und

Fail(1,2,3.4) = (Ps(1), Ps(i) . Ps(~1), P5(~1)) = (10, ~2 — 2/, ~2, 2 + 2i).
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Quizfragen
Was sind die Ergebnisse folgender Fouriertransformationen?
1. .Fh,((3 2,0 2))
2. Fai((2i,3,-1,2)),
3. .Fh,((4,1,——2 2))
4. Fai((2,1,2,1)).
Benutze die Definition aus Folie 1389.
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Antworten (ohne Rechnungen)

1. Fai((3,2,0, 2)) (7,3,-1,3),

2 4,((2 12)) = (5+i 4i,—5+ i,2i),
3. Fai((4, 22))—(56 ~1,6 4 1),
4 ((2 ) 2,1)) = (6,0,2,0).
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Themenubersicht

Nicht klausurrelevant

Fouriertransformation

Schnelle Fouriertransformation
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Schnelle Fouriertransformation
Seien n € N gerade und w eine primitive n-te Einheitswurzel. Sind

f%,wz((ao,al,...,ag_l)) = (CQ,CI,...,Cg_l) und
Fz o ((bo, by, ..., bs 1)) = (do,dy, ..., ds 1),

dann gilt:

]:n,w((aO; b07 317 bla ) ag—la bg—l)) =

n_q -1
(C0+d0,C1 +wd1,...7Cg,1 + w? dgfl,CO—d()?Cl—wdl,...,Cgfl—wz dgfl).
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Beispiel
Seien 3= (7,3,5,2) und w = i.

F4,i((7,3,5,2))
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Beispiel
Seien 3= (7,3,5,2) und w = i.

F4,i((7,3,5,2))

N

F2,-1((7,5)) F2,-1((3,2))
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Beispiel
Seien 3= (7,3,5,2) und w = i.

Fa,i((7,3,5,2)

N

F2,-1((7,5)) F2,-1((3,2))

N

Fi11((7) =
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Beispiel
Seien 3= (7,3,5,2) und w = i.

F4,i((7,3,5,2))
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Beispiel
Seien 3= (7,3,5,2) und w = i.

Fa,i((7,3,5,2)) = (17,2 4+ ,7,2 — )

Daraus folgt:
]:4,1'((7737572)) = (1772 +i,7,2 — I)
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Noch ein Beispiel
Seien 3 = (4,3,2,1,3,3,2,1) und w = 1.

V2
Fy15((4:3,2,1,3,3,2,1)) = (19,1,3 + 47, 1,3,1,3 — 4,1
v
Fa,i((4,2,3,2)) = (11,1,3,1) F4,i((3,1,3,1)) = (8,0,4,0)
F2,-1((4,3)) = (7,1) F2,-1((2,2)) = (4,0) F2,-1((3,3)) = (6,0) F2,-1((1,1)) = (2,0)
F1,1((4)) = (4) F1,1((3)) = (3) F1,1((2)) = (2) F1,1((2)) = (2) F1,1((3)) = (3) F1,1((3)) = (3) F1,1((1)) = (1) F1,1((1)) = (1)

Daraus folgt:

Fo15((4,3,2,1,3,3,2,1)) = (19,1,3+4/,1,3,1,3 - 4i,1).
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Quizfrage
Was ist .7:‘4,,'((47 2,3, 1))?

Benutze die rekursive Berechnung aus Folie 1396.
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Antwort

Fa,i((4,2,3,1)) = (10,1 +i,4,1 — i)

F2,-1((4,3)) = (7, 1) F2,-1((2,1)) = (3, 1)

F1,1((4) = (4) F1,1(3)) = 3) F1,1((2)) = (2) F1,1(() = (1)
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Noch eine Quizfrage
Sei w = % Was ist Fg.,((2,2,3,1,—1,2,2,1))?

Benutze die rekursive Berechnung aus Folie 1396. Du darfst auch die Ergebnisse aus
der Quizfrage auf Folie 1393 benutzen, um Zeit zu sparen.
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Antwort

F ((2i,2,3,1, —i,2,2,1)) = (11 + i, 4i, =5 + 3, 2i, —1 + i, 4i, =5 — i, 2i)

1t
8, e
Fai((20,3, —i,2)) = (5 + i, 4, =5 + i, 2i) Fa,i((2,1,2,1)) = (6,0,2,0)
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Mehr Quizfragen

14i
=

1. ]:8’”((2727272’2a2a272))1

2. F8.((16,0,0,0,0,0,0,0)),

3. F8((8,0,0,0,-16,0,0,0)).

Benutze die rekursive Berechnung aus Folie 1396.

Sei w = Was sind die Ergebnisse folgender Fouriertransformationen?
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Antworten (ohne Rechnungen)

1. Few((2,2,2,2,2,2,2,2)) = (16,0,0,0,0,0,0,0),
2. Fs.,((16,0,0,0,0,0,0,0)) = (8,0,0,0,—16,0,0,0),
3. Fs.((8,0,0,0,—16,0,0,0)) = (8,2 +2i,0,2 — 2i,0,2 + 2i,0,2 — 2i).
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Primitive Einheitswurzeln
Wir haben fur die Fouriertransformation bisher nur mit n=1, n=2, n=4und n=38
gearbeitet. Mogliche primitive n-te Einheitswurzeln fiir diese Werte sind:

T T 2% ;
primitive n-te Einheitswurzeln e’

n

1 1 1

2 -1 -1

4 i, —i i

8 14 —14i —1—i 1—i 14i
V2' 2 V2 V2

27 -
Wir haben in DS nur w = en ' als primitive n-te Einheitswurzel benutzt und
wahrscheinlich bleibt es auch so!
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Tipp
Man kann mit Hilfe des komplexen Einheitskreises diese Werte leicht potenzieren.

Nimmt man w als Startpunkt und lauft n Schritte auf dem Einheitskreis gegen den
Uhrzeiger (jeder Schritt ist so groB wie der Schritt von 1 zu w), so landet man auf w":

R
Ate Ab
—Aty -®
v SN
/. \.TI‘
/ \
{
-1 " 4
L L £ —>R
\

.(
ot N Y » 4=
1,_“ ~ e - LFY

-t
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Firw = 1—\}2’ gilt beispielsweise:

0 _ 1 __ 140 2 _ ¢ 3 _ =14
w4—1, w5—712’,. w6—/, w7_1f2”
= — = = —! = = il
wt=-1, w @ i, w eh
Entsprechend gilt fir w = i:
WO=1, w=i, w?=-1, w3=—j
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